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= | 2. Representacién en el plano cartesiano

El enfoque de la geometria analitica se basa en la utilizacién de un sistema coordenado que permite
establecer una correspondencia uno a uno entre puntos y parejas ordenadas de nimeros reales. Di-
cha correspondencia permite estudiar problemas geométricos aplicando procedimientos algebraicos.

El trabajo se centra en el desarrollo de habilidades para:

a) Construir graficas a partir de ecuaciones.

b) Determinar ecuaciones a partir de figuras geométricas o de las condiciones que deben satisfa-
cer.

Aunque no es el dnico, este estudio se limita a la utilizacion del sistema de coordenadas rectangula-
res, también conocido como de coordenadas cartesianas o plano cartesiano, en honor al matematico
René Descartes.

Este sistema se conforma con dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccién se llama
origen. Uno se los ejes es horizontal y se denota por X, el otro es vertical y se denota por Y. Se
acepta que del origen hacia la derecha el eje X es positivo, mientras que del origen hacia la izquierda
es negativo. De forma similar, se acepta que el eje Y es positivo del origen hacia arriba y negativo
del origen hacia abajo.

Si este convenio se cambia en alguna situacion particular, debe indicarse.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones que se llaman cuadrantes y se enumeran
en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, como se muestra en la figura.
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I I

i1l Y

De esta forma, a un punto en el plano P le corresponde uno y solo un par ordenado de niimeros
reales que se denota por (x,y), donde la primera componente se llama abscisa y se ubica en el eje
X, mientras que la segunda componente se llama ordenada y se ubica en el eje Y.

Por ejemplo, se trazan los puntos A(—3,—2), B(2,3), C(4,—3) y D(—1,5), a partir de lo cual se
identifica lo siguiente. El punto A se ubica tres unidades a la izquierda y dos unidades hacia abajo
del origen, el punto B se encuentra dos unidades hacia la derecha y tres unidades hacia arriba del
origen. El punto C se ubica cuatro unidades hacia la derecha y tres unidades hacia abajo del origen,
mientras que el punto D estd a una unidad a a la izquierda y cinco unidades hacia arriba del origen.

F

Dis‘f

Distancia entre dos puntos del plano

Dados dos puntos del plano P(x;,y;) y Q(x2.y2), la distancia entre ellos se puede calcular por
medio de la longitud del segmento de recta de P a Q.
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¥+

En la figura se observa que la distancia d entre los puntos P y Q, coincide con la hipotenusa del
tridingulo formado, mientras que los catetos dados por las diferencias en las coordenadas de los
puntos dados:

= Cateto horizontal: x, — x;

= Cateto vertical: y, — y;
Como se trata de un tridngulo rectdngulo, se cumple que:

d? = (x2—x1)>+ (y2 —y1)?

Despejamos d y obtenemos que la distancia de P a Q esta dada por:

d=+/(x2—x1)2+ (y2—y1)?

Un concepto de mucha utilidad es el punto medio de un segmento, ya que éste se encuentra a la
misma distancia de los puntos ubicados en los extremos del segmento.

Las coordenadas del punto medio corresponden a los promedios aritméticos de las coordenadas de
los puntos dados:

x_xl+x2 ity
T2 7T

Ejercicios resueltos

1. Uno de los extremos de un segmento se ubica en A(1,—2) y su punto medio es P(4,3). Determi-
nar las coordenadas del otro extremo B(x3,y7).

Solucion:

Sabemos que las coordenadas del punto medio de un segmento cumplen con:

x_x1+x2 ity
~ T2 7T
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Sustituimos los valores conocidos y obtenemos

1+x; —2+y2
4 = P 7=
2 2

Despejamos x, y y»

8§=1+x, 6=-2+y

Por lo que: B(7,8).

2. Determinar la distancia del punto medio del segmento de recta con extremos en A(—3,5) y
B(2,—3), al punto medio del segmento con extremos en C(3,4) y D(8,—1).

Solucion:

Determinamos el punto medio del segmento AB y el punto medio del segmento con extremos en C
y D, para A(—3,5) y B(2,—3), tenemos

-3+2 1 _5-3_
22 2

4)

Para C(3,4) y D(8,—1), el punto medio tiene coordenadas

X =

_3+8 11 4-1 3

=T Y V=3

11 3
0l 53

Para calcular la distancia entre P y Q usamos la expresion

d=1/(xx—x1)2+(y2— 1)
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3. Los puntos medios de los lados de un tridngulo son: P(2,5), O(4,2) y R(1,1). Determinar las
coordenadas de los vértices.

Solucién:
Denotamos los vértices por A(x1,y1), B(x2,y2) y C(x3,y3) y suponemos que P es el punto medio del

segmento AB, Q es el punto medio del segmento AC y R es el punto medio del lado BC. Expresamos
las ecuaciones para las componente x de los tres puntos.

X1 +x X1 +x X2+ x

7 — 1 2 4— 1 3 = 2 3
2 2 2

4=x14+x 8=x1+x3 2=x+x3

Despejamos x; en la primera ecuacidn y la sustituimos en la segunda.
4=x1+xp entonces x;=4—x

Asi obtenemos una cuarta ecuacion

8=x1+x3
8=4—xy+x3
4=—xy+x3

Abhora resolvemos el sistema formado por la tercera y cuarta ecuacion.

2=x2+x3
4=—x+x3

Sumando las ecuaciones, obtenemos

6 =2x3

X3 = 3
A partir de la ecuacién 4 = —x, + x3 se obtiene el valor de x;

4= —x,+x3 entoncesx; =x3—4
xp=3—-4=-1

Al sustituir x, en la ecuacion 4 = x; +x, se determina el valor de x;:
4=x1+x, entonces x;=4—x;
x1=4+1=5
Ya se conoce la primera componente de cada vértice
A(5,y1) B(—1,y) C(3,y3)
Para los componentes en y podemos proceder de forma similar

ity 2_y1+y3 1_y2+y3

5
2 2 2
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10=y;+y 4=y1+y3 2=y,+y3

Despejamos y; de la primera ecuacién y la sustituimos en la segunda.
10=y;+y, entonces y;=10—y,

En la segunda ecuacién

4=y1+y3
4=10—y2+y3
—6=—y2+y3

Ahora resolvemos el sistema de ecuaciones resultantes.
2=y,+y3

—6=—y+y3

Sumando las ecuaciones obtenemos el valor de ys3

—4=2y;
y3=—2
Sustituimos y3 en la ecuacién 2 = y; + y3
2=y+y3
2=y,-2
4=y
Sustituimos y; en la ecuacién 10 = y; +y;
10 =44y,
y1==6

Los vértices del tridngulo son:
A(5,6) B(—1,4) C(3,-2)

En la siguiente figura se presenta el tridngulo, sus vértices y puntos medios.

| Y A
P !
= -
El‘ i
¥ lq
1 iR
L xﬁ
i s C
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4. Se sabe que los vértices de un tridangulo se ubican en A(—2,—1), B(2,2) y C(5,—2). De acuerdo

con la medida de sus lados, determinar que tipo de tridngulo es.
Solucién:

En la siguiente figura se muestra el tridngulo dado

&

Y

3

=00

Vamos a calcular la medida de los lados por medio de la distancia entre los vértices:
d(A,B)=/(2+2)2+(2+1)2=/16+9=5

d(A,C) =/(5+2)2+ (2412 =49+1=+/50=52
d(B,C)=+/(5-2)2+(-2-2)2=/9+16=5

Respuesta:

El tridngulo es isésceles pues los lados AB y BC tienen la misma medida.

5. Para el tridngulo rectdngulo que se muestra en la figura, verificar que el punto medio de la

hipotenusa equisita de los tres vértices.

- -
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Solucion:

Los vértices del tridngulo son A(—8,4), B(2—2) y C(5,3), con el segmento AC como hipotenusa.
El punto medio P de este segmento es:

—8+5 3 443 7
P8 B3

37
Pl-Z=

Con base en el concepto de punto medio, sabemos que divide al segmento en dos partes de igual
medida, por lo que d(P,A) = d(P,C)

X =

2 2
3 7
d(PA) = <—2+8>~+<2—4> = V4225+0.25226.52

2 2
3 7
d(P,B) = (—2—2) +<2+2> =+12.254+30.25=6.52

Se verifica que el punto medio de la hipotenusa estd a la misma distancia de los vértices del tridngulo
rectangulo dado.

2.2 Ejercicios propuestos para autoevaluacion

1. Determinar las coordenadas del punto medio del segmento P(x,y) con extremos A(—3,—5y
B(2,4)

2. Determinar las coordenadas de tres puntos P(x1,y1), Q(x2,y2) y R(x3,y3) que dividen en
cuatro segmentos de igual longitud al segmento con extremos en los puntos A(—6,4) y
B(Sa _3)

R/ 13 9 11 9 -5
i) \Tza)¥\ e T

3. Uno de los extremos de un segmento de recta es A(7,2) y su punto medio es P(1,—3). Hallar
las coordenadas del otro extremo B
R/ B(—5,-8)

4. Los vértices de un tridangulo son A(2,7), B(3,—1) y C(—6,2) y D el punto medio del seg-
mento AC. Determinar la medida de la mediana de B a D
R/7.43

5. Determinar los valores que puede tomar la componente en y para que los puntos (—3,—2) y
(2,y) se encuentren a 8 unidades de distancia.
R/ Los valores que puede tomar la componente y son: 4.24 y 8.24



El estudio de la geometria analitica establece relaciones entre una ecuacién y el conjunto de puntos
del plano que la satisfacen. Este conjunto de puntos del plano se denomina lugar geométrico de la
ecuacion o mds cominmente, grafica de la ecuacion.

Es importante tener presente que si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacién, entonces
el punto pertenece a la grafica. De forma reciproca, si un punto esta en la grafica de una ecuacion,
entonces sus coordenadas satisfacen dicha ecuacién.

Con este enfoque es de mucha utilidad identificar las intercepciones de una gréfica con los ejes
coordenados; que con relacion al eje X se refiere a la abscisa del punto donde la curva intersecta
este eje. El método general para determinar su valor es resolviendo la ecuacién y = 0.

La intercepcion con el eje Y es la ordenada del punto en el cual la gréfica intersecta dicho eje, como
su valor se encuentra evaluando la ecuacién en x = 0, se llama intercepto en el origen.

Se inicia el estudio de la linea recta en el plano por ser la ecuacion y la grafica mas sencilla.
Definicion de linea recta.

Por su cardcter intuitivo, el concepto de linea recta es bastante conocido; ademads, previamente se
han estudiado ecuaciones y funciones lineales, asi como fundamentos de la Geometria euclideana
que postulan que dos puntos son necesarios y suficientes para trazar una recta.

Una recta se puede definir como el conjunto de puntos del plano tales que al considerar dos puntos
. Y2—X1
cualesquiera P(x1,y1) y Q(x2,y2), el valor m = ———, xj # x , es constante.
X2 —X1
La razén m que compara la variaciéon de las componentes y con relacién a la variacién de las
componentes X, se llama pendiente de la recta; dicho valor pertenece a los nimeros reales e indica
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una medida de la inclinacionde la gradica con respecto al eje X.

En las figuras se muestran graficas de rectas con pendiente positiva, pendiente negativa y pendiente

Cero.

Y Y

' m=20
m >0
- | | Il-x - B -'K
Y
m =0
4 hx

Para el caso de rectas verticales, los puntos comparten la misma componente en X, por lo que la
pendiente no esta definida.

Y
+ 0 (x, N5 )
tF(x, .y, )
- - - O 4
Y2 =1
m =

X2 — X1
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Como el denominador x, — x; = 0, m esta indefinida.

Una pregunta que surge muchas veces se relaciona con la identificacién de los puntos y sus
coordenadas. Por ejemplo; consideremos P(—3,5) y O(2,1) y calculemos la pendiente de la recta
que pasa por ellos.

a) P(x1,y1)y Q(x2,y2)

b) O(x1,y1) y P(x2,y2)

En general, no importa cudl sea el punto inicial y cudl sea el final, la pendiente toma el mismo valor.

Ecuaciones de la recta

La ecuacién de una recta con pendiente m, que intersecta el eje Y en el punto (0,0), esta dada por
y= mx+b

En el caso en que b = 0, y = mx corresponde a una recta con pendiente m que pasa por el origen.

Si se conoce que una recta tiene pendiente m y que un punto P(x;,y;) pertenece a la recta, para
cualquier otro punto de la recta con coordenadas (x,y), podemos expresar:

y=N
X —X]

m =

A partir de esta expresion se identifica como ecuacién punto-pendiente, la siguiente:
y=yr=m(x—x)
Ademas, la ecuacion general de una recta en el plano es:
Ax+By=C
con A, By C niimeros reales y A y B no son ambos iguales a cero.
Un ejemplo es:
3x+5y=2

que se puede transformar en:
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Rectas paralelas y perpendiculares
= Rectas paralelas
Dos rectas del plano L; y L, con pendientes m; y mjy, son paralelas si y solo si m; = my

Es importante identificar dos implicaciones
a) Si L, es paralela a L, entonces m; = m;

b) Sim; = my entonces L; es paralela a L,
Se muestra un ejemplo de rectas paralelas

Y
W1
Lz 5
il - 1 o, T o 1 k| x i [ r;*

= Rectas perpendiculares

Dos rectas del plano L; y L, con pendientes m; y my son perpendiculares si y solo si
mimy = —1

La doble implicacién que se expresa es:
a) Si L; es perpendicular a L, entonces mj xmy = —1

b) Simyxmy =1 entonces L es perpendicular a L,
En la siguiente figura se muestra un ejemplo de la grafica de rectas perpendiculares.
* Y

Lz 4 L
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Ejercicios resueltos

1. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(—4,6) y Q(3,—1), los interceptos
con los ejes coordenados y su gréfica.

Solucion:

La ecuacion de la recta es de la forma

y=mx+b
Donde

Y2 — V1 3+4 7
m = = :7:—1
x—x3 —-1—-6 -1

Susituimos el valor de m y obtenemos
y=-—x+b

Para determinar el valor de b evaluamos la ecuacién de la recta en uno de los puntos dados, por
ejemplo P:

6=—(—4)+b
2=b

Por lo que la ecuacién de larectaes y = —x+2

La interseccion con el eje Y ya se conoce: (0,2). La interseccion de la recta con el eje X se encuentra
al resolver y =0

—x+2=0
x=2

El punto de interseccion en el eje X tiene coordenadas (2,0)

La grafica se muestra en la siguiente figura

L] . "I'r

-



22 Capitulo 3. Ecuacién de la recta

2. Con base en la figura mostrada, determinar la ecuacién de la recta que pasa por el vértice By es
paralela al lado AC

.'l*
. s B
A X
=3 -C

Solucion:

De la figura se obtiene que: A(—3,1), B(4,6) y C(6,—3). La recta cuya ecuacién se busca es
paralela al segmento AC, por lo que tendrd la misma pendiente. Considerando A(—3,1) y C(6,—3)
se determina

-3-1 4

6+3 9

La ecuacion de la recta paralela a AC y que pasa por B es de la forma

y=mx+b
4 b
y=- §x +
Evaluando esta ecuacién en B(4,6)
6 4(4) +b
9
- 70
9
Entonces, la ecuacion de la recta es
4 170
Y=gty
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3. Determinar la ecuacion de la recta cuya pendiente es —2 y pasa por el punto de interseccion de
lasrectas 2x—y+8 =0y —3x+y—2=0

Solucién:
Para determinar el punto de interseccion de las rectas dadas, deben hallarse los valores x,y que

satisfacen ambas ecuaciones; es decir, debemos resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas. Se observa que el método de reduccién es facil de aplicar:

2x—y=—8

—3x+y=2

—X =-—6
x=06

Para determinar el valor de y, sustituimos x en la primera ecuacién y despejamos

2(6)—y=-8
12+8=y
y=20

El punto de interseccién es P(6,20)

La ecuacidn de la recta buscada es de la forma
y=mx+b
Se conoce que m = —2, entonces
y=-—-2x+b
Evaluamos esta ecuacién en P(6,20) y determinamos el valor de b

20=—2(6)+b
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4. En la figura se muestran dos rectas perpendiculares, determinar sus ecuaciones.

Solucion:

Sabemos que si dos rectas son perpendiculares se cumple que mym; = —1, por lo que al calcular
una de las pendientes es posible conocer el valor de la otra.

Ademis, sabemos que para determinar la ecuacién de una recta son necesarios y suficientes dos
puntos.

Al observar la figura es posible identificar varios puntos para ambas rectas, por lo que existen varias
opciones de las cuales se muestra una de ellas.

4-0
La recta y; pasa por los puntos (4,0) y (0,4), por lo que que m; = T —1
-1 -1
Asi,my=—=——=1
n —1

Las ecuaciones son de la forma y = mx+b
y1=-—x+b
y2=x+b;
En la figura se observa que el intercepto en el origen para y; es 4, mientras que para y; es 2.
Entonces:
yi=—x+4

ya=x+2
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5. Determinar el valor positivo k para que la recta 2x + 5y — k = 0 forme con los ejes coordenados
un tridngulo rectdngulo cuya drea mida 5 unidades cuadradas. Graficar la figura.

Solucion:

La ecuacién de la recta dada se puede escribir como

2x+5y=k

o bien,
2k
Y="573

k
Esta recta intersecta al eje Y cuando x =0y b = —. La interseccidn en el eje X ocurre cuando y = 0,

2 N k 0
0sea, —gx+ <=
k j—
55
de donde
k
*=3
En la siguiente figura se muestra la situacion.
1
L]
-3r &
p=—+
i) L] .*-
i)
L] X

B3| =

k k
Es posible establecer que la base del tridngulo mide > mientras que su altura estd dada por 5

El 4rea del tridngulo mide 5u” y se expresa como:

A= Lph
T2

Sustituimos el valor del drea y las expresiones de b y A en funcién de &

10
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100 = k%
+10=k

El valor positivo de k es 10 unidades.

3.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(—1,1) y Q(3,11)
5 7
2. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2) y es paralela a la recta dada
por3x+2y—5=0
R/ e 3 N 13
YT
3. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(10,2) y es perpendicular a la recta
2x—5y+4=0

5

4. Encontrar la ecuacion de la recta que se muestra en la figura, si la ecuacién de la parabola es
Y=

R/y=—x+4

5. Determinar el valor de k para que la recta k*x + (k — 1)y + 3 = 0 sea perpendicular a la recta
3x—2y—11=0
R/k=3.65yk=—1.65



La circunferencia es uno de los primeros aprendizajes gométricos, como una curva cerrada “circu-
lar"que posteriormente se visualiza como perimetro del circulo.

Su construccion es sencilla si se elige cualquier punto como centro y cualquier nimero real positivo
como medida del radio.

Desde el enfoquede la Geometria Analitica se estudiard su ecuacién y propiedades en el contexto
de un sistema de coordenadas rectangulares.

Definicion y la ecuacién de la circunferencia

La circunferencia es el conjunto de puntos del plano que estan a la misma distancia de un punto fijo
Ilamado centro. La distancia constante se llama radio.

Ubiquemos una circunferencia de radio r y centro en el origen. Seleccionamos cualquier punto
sobre la circunferencia P(x,y) y trazamos un radio del origen a P. Al proyectar las coordenadas
de P en ambos ejes, se forma un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa coincide con el radio. Ver
figura.
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Como el tridngulo formado es rectdngulo, se cumple que
2y =r
Esta expresion corresponde a una circunferencia con centro en (0,0) y radio r.

Ahora bien, ubicamos el centro en un punto diferente del origen, C(h,k) y procedemos de manera
similar, es decir, desde un punto P(x.y) se proyectan sus coordenadas perpendicularmente hasta los
ejes coordenados y se forma un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa coincide con el radio.

Y

P

L] + k +

F-
S xih [
Iy
! bl I
- = . l . X

! h
r

Los catetos del tridngulo formado se pueden expresar como: x—hyy—k

La ecuacion de la circunferencia de radio r y centro en C(h, k) estd dada por:
(=R + =k =7

Se conoce como ecuacién centro-radio.

Si esta ecuacion se desarrolla obtenemos

X2 —2hx+h +y* =29k +k* = r?
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Ordenando los términos cuadraticos, los lineales y las constantes obtenemos:
X2 +y? —2hx—2ky+ (K> +k*—r?) =0

Sustituyendo —2h = D, —2k = E y h*> + k* — r> = F se obtiene la forma general de la ecuacién de
la circunferencia:

¥ +y?+Dx+Ey+F=0

Ejercicios resueltos

1. Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puentos A(3,4) y B(—2, —3). Determinar
a) Ecuacion centro-radio
b) Ecuacién general
¢) Representacion gréfica

Solucion:

a) Como se conocen los extremos de un didmetro, al identificar el punto medio del segmento
AB, se conocen las coordenadas del centro:

3—-2 1
=373
4-3 1
Y="3 73

11
tonces, C | =, =
entonces (2 2>

Para calcular el radio de la circunferencia hay varias opciones: determinar la longitud del
didmetro y dividirla por 2, o calcular la distancia del centro a uno de los extremos del didmetro.

Se opta para calcular la longitud del didmetro

d=+/(3+2)2+(4+3)2=+/25+49=/74=8.6

La ecuacion centro-radio es

Yy

b) La ecuacién general la obtenemos desarrollando la expresion anterior

Z +1+2 +1 18.5=0
xx4yy4 DES

P+y?P—x—y—18=0
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¢) En la figura se muestra la representacién grafica de la circunferencia

N
i "-\.__ A
W

2. Determinar el centro y el radio de la circunferencia con la ecuacién general dada y graficarla

¥ +y?+6x—8y—39=0
Solucion:
Para transformar la ecuacion general a la estructura de la ecuacién centro-radio, agrupamos los

términos para la incognita x, también los términos para y, para completar trinomios cuadrados
perfectos.

(¥®+6x )+(*—8 )=39

(x> +6x+9)+ (> —8y+16) =39+9+16
(x+3)*+(y—4)* =64

Las coordenadas del centro son (—3,4) y r = 8. La gréfica se muestra a continuacién

ty
"]
L]
W
r L ]
B8
]
L ] d
C 4
X
=il -2 =8 -H & -1.%-1 4 O T T T
-2
-1
-
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3. Encontrar la ecuacion general de la circunferencia que se muestra en al figura.

H

Solucion:

En la figura se observa que el centro se ubica en C(4,1). El radio se puede calcular por medio de la
distancia del centro a una de las intersecciones con el eje X, se elige el punto (6,0).

r=/(6-4)2+(0-1)2

r= VAT =5
La ecuacion centro-radio esta dada por:
(k=4 +(-1)?=5
La ecuacién general de la circunferencia es

x*—8x+16+y>—2y+1=5

P+y?—8x—2y+12=0

4. Determinar la ecuacion general de la circunferencia con centro en el punto C(—3,2) y cuya
gréfica es tangente al eje Y.

Solucion:

Aplicamos como estrategia representar en una grafica la circunferencia con las propiedades indica-
das.
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-

i

-
T -1

Ubicamos el centro y colocamos el punto P colineal con el centro sobre el eje Y, que serd externo
del didmetro.También ubicamos puntos a la izquierda, arriba y abajo del centro.

La figura evidencia que r = 3. La ecuacién centro-radio estd dada por

(x+3)2+(—2)*=9

La ecuacion general que se obtiene es:

X +6x+9+y*—4y+4-9=0

4y +6x—4dy+4=0

TR

e e

=
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Solucion:

El centro se ubica en el punto C(—2,3). Como la circunferencia es tangente al eje Y, la distancia
horizontal del centro al eje es el radio, que es 2.

La ecuacion de la circunferencia es:
(x+2)*+(y—3)*=4

Podemos observar que el punto P pertenece a la circunferencia y también a la recta tangente.
El punto de tangencia tiene coordenadas P(—3,y), y para encoentrar la segunda componente
evaluamos la coordenada conocida en la ecuacién anterior.

(3422 +(y—3)* =4
(y-3)?=3

y=+v3+3

El punto P se ubica arriba del centro, asi P(—3,3 + v/3). Determinamos la pendiente del segmento
de C a P, que es r, el cual es perpendicular a la recta en el punto P.

3+3-3 3
m1=7\[ :£:_\/§
—3+2 —1

La pendiente de la recta tangente cumple con:

mip *xmp = —1

-1 -1 V3

m —/3

La ecuacion de la recta es de la forma

y=mx+b
V3
yz?x—i—b

Evaluamos en P para hallar el valor de b

V3+3= ?(—Z)er

2V34+3=5b226.46

La ecuacion de la recta tangente es

3
y= {x+2\@+3

o bien

y=0.58x+6.46
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4.2 Ejercicos propuestos para la autoevaluacion

1.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene extremos de un didmetro en los puntos
R/ (x—3)>+(y—1)2=29
Determinar el centro y el radio de una cirncunferencia definida por la ecuacién general

2x% +2y° — 12x+8y—56 =0

R/ C(3,-2),r =41

. Determinar las intersecciones con los ejes coordenados, de la circunferencia con centro en

C(3,1) y radio 7.
R/ Eje X:3+ /48, Eje Y: 1 ++/40

Determinar la ecuacion general de la circunferencia con centro en C(5,—2) y que pasa por el
punto (—3,1)
R/ x> +y*—10x+4y—44=0

. Si se conoce que una circunferencia tiene centro en C(4,5) y su gréfica es tangente al eje X,

determinar la ecuacidn general.
R/x?+y?>—8x—10y+16=0



ién de -f pardbola

Y

w

La curva conocida como pardbola la hemos estudiado en asociacién con la funcién cuadratica,
por lo que algunas de sus propiedades ya son conocidas para el caso en el que el eje principal es
vertical y se extenderdn para casos en que dicho eje es horizontal y por lo tanto, la pardbola ya no
representa una funcion.

Los elementos principales de una pardbola son: vértice, foco, recta directriz, lado recto y la ecuacién.

La parabola: definicion y ecuaciones

Una pardbola es el conjunto de puntos del plano, P(x,y), que estdn a la misma distancia de un punto
fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

El eje de la pardbola es una recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz.

Eje
F
Py i P
W
P d

e e TR

Directriz
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Las ecuaciones de la pardbola que estudiaremos se expresan en la forma llamada normal o estandar,
analizando los casos en que el vértice estd en el origen V(0,0) y cuando se encuentra en otro punto
del plano V (h,k).

Vértice en el origen V(0,0)
La ecuacion es de la forma
x* =4px

con p correspodiente a la coordenada del foco F (0, p);asi, la directriz es una recta horizontal con
ecuaciéon y = —p. Si p < 0 la pardbola abre hacia abajo y entonces la recta directriz tiene ecuacién

y=r.

Para el caso en que el eje de la pardbola es horizontal el foco tienen tiene coordenadas F(p.0) y la
recta directriz es vertival con ecuaciéon x = —p
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Si p < 0 entonces la pardbola abre hacia la izquierda con foco en el punto F(—p,0) y la recta
directriz con ecuacién dada por x = p

La ecuacion es de la forma:

y? =d4px
Las graficas se muestran a continuacion.
F 1
Y
-'"-.. ;
X=-p
Fip,0) X
‘ i C
.
¥ -~
3 x=p
Fipb) v X

EY
E

Vértice en V (h,k)

Los conceptos son similares y las ecuaciones representan traslaciones horizontales y verticales que
se muestran en las figuras.

(x—h)>=4p(y—k)
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Kt ’

5.1 Ejercicios resueltos

1. Si una pardbola con vértice en el origen y eje horizontal pasa por el punto P(—2,4), determinar

a) Coordenadas del foco
b) Ecuacion de la recta directriz
¢) Representacion gréfica

Solucién:
a) Como la pardbola tiene vértice en el origen y su eje es horizonal, la ecuacién es de la forma
y2 =4px
Para determinar el valor p evaluamos la ecuacién en P(—2,4)

42 =4p(-2)

La parédbola abre hacia la izquierda y las coordenadas del foco son F(—2,0)
b) La recta directriz es vertical y su ecuacion es x = 2

c) La representacion grafica se muestra en la siguiente figura.
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b g
P v=.2
il A ol A

2. Hallar la ecuacién de la pardbola con vértice en V(—4,2) y foco en F(—2,2). Determinar las
intersecciones con los ejes coordenados y elaborar su gréfica.

Solucion:

La componente y del vértice y el foco es la misma por que el eje principal es horizontal y la
ecuacion tiene forma:

(y—k)*=4p(x—h)

(y—2)* =4p(x+4)

Para hallar el valor de p analizamos: el foco que se ubica a la derecha dle vértice y esto significa
que abre hacia la derecha. p es la distancia horizontal del vértice al foco, la cual es de 2 unidades.
Entonces la ecuacion es

(y—2)> =8(x+4)

La interseccién con el eje Y ocurre cuando x = 0, por lo que

(y—2)>=32
y—2==442
y=2+4y2

La pardbola intersecta el eje Y los puntos (0,7.66) y (0, —3.66)

La interseccion de la parabola con el eje X ocurre para y = 0

(0—2)*=8(x+4)

4=8(x+4)
1
§:x+4
1
5—4:x
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7
7 =%
: . : 7
El punto de interseccion con el eje X es 5 0
En la figura siguiente se muestra la pardbola.
Y
Lo o
T
Ve &
a4 I i F -
- N
& -

3. Establecer la ecuacién de una pardbola con vértice en V' (4,2) y recta directriz y = 7.
Solucidon:

Si ubicamos el vértice y la directriz en un sistema coordenado, como se muestra en la figura,
podemos notar que la pardbola abre hacia abajo, ya que la directriz esta arriba del vértice.
&

Ty y=7

td]

‘—I 5| i Ed 3 ] & L] ¥ L] *

v

El foco se ubica a la misma distancia vertical del vértice que la directriz osea, 5 unidades abajo del
vérice, eso significa que p = —5.

La ecuacion sera de la forma

(x—h)>=4p(y—k)
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(x—4)2 = 4(-5)(y—2)
(x—4)? = —20(y—2)

4. Determinar el vértice, foco y directriz de la pardbola con ecuacién general dada por
V> —8y+2x+10=0

Solucion:

Para transformar la ecuacion dada a la forma estindar procedemos de forma similar como en la
circunferencia.

> —8y+2x+10=0

> —8y=—2x—10

Y —8y+16=—-2x—10+16
(y—4)2=—-2x+6
(y—4)*=-2(x—3)

Esta ecuacion corresponde a una pardbola horizontal. Asi identificamos que el vértice se ubica en
V(3,4). En la ecuacién notamos que

dp = -2
1
P=3

Esto significa que la pardbbola abre hacia la izquierda y que el foco estd a una distancia horizontal

1
de 3 del vértice. Sus coordenadas son:

F(3-0.5,4) =F(2.5,4)

1
Finalmente, la directriz se ubica a una distancia horizontal de 3 a la derecha del vértice. Su ecuacion
es

x=3+4+0.5

x=3.5
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5. Determinar la ecuacién de la pardbola que se muestra en la siguiente figura

Solucion:

Se observa que el vértice tiene coordenadas V (2, 1), el eje es horizontal, abre hacia la izquierda por
lo que p < 0y, el punto (1,0) pertenece a la pardbola.

La ecuacién es de la forma (y — 1)? = 4p(x —2).

Se evaltia en el punto dado (0 — 1) = 4p(1 —2) por lo que 1 = —4p, de donde —1 = 4p. La
ecuacion es:

O—1P=-(x-2)

5.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Escribir en forma estdndar la siguiente ecuacién
y=6+6x—x?
19 11
R/V(-2,-3),F(-2, —?), Directriz: y = —=
2. Determinar la ecuacién de la pardbola que tiene vértice en el punto V(3,—2) y foco en
F(5,-2).
R/ (y+2)> =8(x—3)
3. Determinar el vértice, foco y directriz de la pardbola definida por la ecuacién —5y — x* —
4x—19=0
R/ (x+2)?=-5(y+3)

4. Determinar la ecuacién de una pardbola con vértice en V(0,0) y directriz y = — 1

R/ x> =17y

5. Encontrar el vértice, foco y directriz de la pardbola dada por y> — 6y — 12x+33 =0
R/V(2,3), F(5,3), directriz x = —1






La elipse es una figura frecuente en el disefio arquitectonico, en astronomia y el trabajo industrial
y artesanal que involucra arcos. En aplicaciones de la fisca ha sido utilizada para el estudio del
movimiento de érbitas elipticas.

Sus elementos basicos son: centro, vértices focos, eje mayor, eje menor y la medida de su excentri-
cidad.

Definicion y representaciones

La elipse es el conjunto de puntos del plano P(x,y) que satisfacen la condicién: la suma de las
distnacias de P a dos puntos fijos llamados focos Fj y F3, es constante.

El centro, los vértices y los focos se alinean en la recta llamada eje mayor, cuya medida corresponde
a la distancia entre los vértices V; y V.

Para ello, es necesario identificar si el centro se encuentra en el origen C(0,0) o bien, se ubica en
otro punto C(h,k). En ambos casos, el eje mayor de la elipse puede ser horizontal o vertical.

Las ecuaciones y gréificas que se presentan siguen algunos convenios:
d(C,V)=a d(C,F)=c

El otro eje de la elipse se llama eje menor y sus extremos se denotan como M; y M»; para ellos se
cumple que

d(C,M)=b

La excentricidad se mide asi:

Qo
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Si el centro se ubica en C(0,0), la ecuacion y la grafica se muestran a continuacién:

2 .2 2 2
X y X y
E"ﬁ‘ ﬁ =1 ﬁ—i_ z =1
a>b a>b
&
Y vily
r g
3
—— MI‘""— — -"'l. -l"'".
ey T A ] g
ré b b . |II c \
y | : |
Vz F2 . Fi Vi X . BN ith {
I" E .l.; I' i h |I
'\-.\_\_.\--.- fit ----.-__, ,..Il . Fz d
R S \" -._r
M: a v /
]
1Vz

Como a > b entonces es posible identificar si la elipse tiene su eje mayor horizontal o vertical,
analizando cudl de los denominadores es el mayor. Por ejemplo, en la primera figura el eje es
horizontal por lo que se asocia a*> como denominador de x?; en el otro caso a” es denominador de y?.

Si el centro de ubica en C(h,k), se tienen las ecuaciones y graficas que se muestran.

X 1Y V1
| ML 1= ” "".-.-.-."',.__
. .-.._. i e II_. y F ; !
II|II 21': F'.-II ‘E E 1 h m:l.ll 1 |II I|
l'\._h ,»'; k+ +M1 «C ;M_:_r
il Sl ol e P T%
Vz
G hP kP (hP kP _
a2 » b? a?

Ejercicios resueltos

1. Los focos de una elipse se ubican en los puntos F1(3,8) y F>(3,2) y la longitud del eje mejor es
8 unidades. Determinar las coordenadas del centro, de los extremos del eje mejor, de los vértices, la
ecuacion y su grafica.
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Solucion:

Emepezamos por ubicar en el plano los focos y se visualiza una alineacién vertical. El centro se
ubica en el punto medio del segmento que une F; y F>, la componente en x es la misma:

Por lo que C(3,5) y la distancia focal es ¢ = 3

Y
. *F1
f C
, «C
2 »F2
il .

El eje menor es horizontal ya que el eje mayor es vertical. Para encontrar las coordenadas de M| y
M,, notamos que tendran la misma coordenada en y que el centro, mientras que los componentes
en x se ubican 4 unidades a la derecha y 4 unidades a la izquierda del centro, para que la longitud
sea 8, es decir b =4

M, = (3+4,5)=(7,5)

My =(3-4,5)=(—1,5)

1Y
i o
M.'!"' 1 El: GM]
*F2
- I T -x.f

Conocemos que b =4y ¢ = 3, para calcular la distancia a del centro a los vértices aplicamos la
ecuacion

=g —p?
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Despejamos a:

a=+c*+b?

a=+v9+16=5

Los vértices se alinean con el centro y los focos sobre el eje mayor, para determinar las coordenadas
de Vi y V, se mantiene la coordenada x del centro y se suma y resta 5 unidades a la componente y:

Vi=(3,5+5)=(3,10)

Vo =(3,5-5)=(3,0)

Se ubican los vértices en el plano y se traza la elipse.

A
] . H
;. +F1 k
Mzg - L :'ML
“'-\. Fz o
+ i -] - 1 0 1 :._T_h:. k L] [ ] B F*
2 V2

La ecuacion de la elipse con caracteristicas dadas por a =5, b =4, C(3,5) y eje mayor paralelo al
eje Y es,

—3)2 —5)2
(=37 =5 _
16 25

2. Encontrar la ecuacion de la elipse con vértices en V;(4,0) y V»(—4,0) y que intersecta al eje ¥
en los puntos cuandoy =1,y = —1

Solucion:

Ubicamos los vértices y las intersecciones en el plano cartesiano, como se muestra en la figura.
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¥

Podemos decir que el centro se ubica en C(0,0), el eje mayor coincide con el eje X y a = 4. Los
extremos del eje menor son M;(0,1) y M»(0,—1), porlo que b =1

La ecuacion de la elipse estd dada por:

3. Analizar la ecuacién dada para identificar las coordenadas del centro, vértices, focos y grafica de
la elipse.

(x+4)? (-2)
+ =1
25 9

Solucion:

(x—h)? N (y—k)?

La ecuacion es de la forma 5
a b2

= 1 por lo que el centro se ubica en C(—4,2).
a® = 25 entonces a = 5, al mismo tiempo b*> = 9 entonces b = 3. El eje mayor es horizontal.

Las coordenadas de los vértices son:
Vi(—4+5,2) =V(1,2)
Va(—4—-5,2) =V»(—9,2)
Los extremos del eje menor se ubican en
M (—4,2+3) =M, (—4,5)
My(—4,2—3) =M(—4,-1)
Calculamos ¢ por medio de la expresion
c?=a®>—b?

c=+Va?—b?
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c=+v25-9=4

Las componentes de los focos son:
Fl(_4+472) = Fl(oaz)
F,(—4—-4,2) =F(-8,2)

Al ubicar los vértices y los puntos M| y M,, podemos trazar la grafica que se muestra

oY
M.
il
L
- C
Vzy +F . Fin 2V
1
X
¥ L - -I-\. =i =4 =1 d E) ”
M:
T
4. Determinar la ecuacién de la elipse que se muestra
s
Y
1 el
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o - a : 4 1' 4 B
o 1 ||
|I. |'I
=] % ¥
-3 e
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Solucion:

En la figura podemos identificar las coordenadas del centro, los vértices y los extremos del eje
menor: C(2,0). Vi(2,3), V2(2,-3), M1(3,0) y Mx(1,0).

El eje mayor es vertical, la distancia del centro a uno de los vértices es: a = 3 mientras que la
distancia del centro a uno de los extremos del eje menor es b = 1

La ecuacion de la elipse es de la forma:

(x—h)? (y—k)2_1
b2 + a
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(x=2) (r-0?_

=1
9
2
y

— 22 4+—=1
=27+

5. Determinar las coordenadas del centro, vértices y focos de la elipse definida por la ecuacién
4> +3y> +8x—6y =5
Solucién:

Agrupamos los términos en x, en y, y completamos trinomios cuadrados perfectos.
(4x>+8x )+ (3y>—6y )=5

4x®4+2x+1)+3(> —2y+1)=5+4+3
4(x+1)2+3(y—1)2 =12

CATNCAL)

C(—1,1), el eje mayor es vertical, por lo que a> = 4 — a = 2, b> = 3, entonces

Las coordenadas de los vértice son:
Vi(=1,44+2) =Vi(-1,3)

V2(_171_2) :VZ(_la_l)
c=va>—b2=+/4—3 =1 entonces c = |

Las coordenadas de los focos son:
F](_171+ 1) :Fl(_lvz)

F(=1,—1—-1) = F(-1,0)

6.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Hallar la ecuacién de la elipse con vértices en Vi (—5,0) y V»(5,0) y cuyos focos se ubican
en Fi(—4,0) y F»(4,0)
2P
2. Hallar la longitud del eje menor y la excentricidad de una elipse que tiene centro en C(3,4),
uno de los vértices en V(—3. —4) y uno de los focos en F (5, —4)

1
R/ 2b =82, e=3



52 Capitulo 6. Ecuacion de la elipse

3. Determinar la ecuacién de la elipse que se muestra en la figura

A
| Y
2 e
# 5,
F '-\.
1|/ \
/ X
o g -1 ol 1 I 1 " 3 T
— ‘B +
| |
"] \ f
L'
! h
31 N
l\I\I\I\.\.'\.
—d T
-

(x=2)> O+1)?

R/ =1
4 * 9
4. Hallar la ecuacion de la elipse con centro en C(1,2), foco en F(1,4) y que pasa por el punto
(2,2).
—2)2
W@—W+@5)—1

5. Determinar el centro, vértices y focos de la elipse definida por la ecuacién

92 +y2—18x=0

23 22
R/cupyvu;m,wmpyf104-grﬁ),5<1—’{4&



La hipérbola es una curva cuya presencia en situaciones cotidianas es poco visible, pues consta de
dos ramas que parecen separadas pero su comportamiento estd fuertemente relacionado.

Su estudio se parece al de la elipse en el sentido que posee dos vértices y dos focos alineados con el
centro. La distancia entre los focos se llama eje focal y su longitud estd dada por 2¢. La distancia
entre los vértices mide 2a, pero se diferencia de la elipse en que se denomina eje transverso o eje
transversal.

El eje perpendicular al eje transversal, que pasa por el centro y tiene extremos en los puntos W) y
W,, se llama eje conjugado.

La excentricidad de una hipérbola estd dada por

c
e=—con c>ay ¢ =a>+b?
a

Definicion y ecuaciones

Una hipérbola esta constituida por el conjunto de puntos del plano P(x,y) que satisfacen la condi-
cidn: la diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos llamados focos, es constante.

Las ecuaciones de la hipérbola consideran dos casos: si el centro se ubica en el origen C(0,0) o
bien, en un punto diferente C(h,k); para cada uno se analiza si el eje transverso es horizontal o
vertical.
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Si el centro se ubica en C(0,0) la ecuacién y la gréfica se muestran a continuacién

Y ] "-." b !
L . ! .lr._.
~ . \Fip /1
--. \'
L LY r
% ok U\'\IH“% i -{-"
: F2 W IC W Fi gy — o
| g Var.
. i il o T
-'...l. 3 .\'\._ _-.II.. k!
x? y2 y2 x2
2 ) 2 )

Si el centro se ubica en C(h, k) la ecuacién y la grafica se muestran a continuacion

1|,T T 4-_"...-. ;.I."l.
L1 i
. SRS \. s/
" 3 | -__".. ;__.l'
1 - Wi/
Fi'-l I t'l'rz [} Iul.q lFI - L x:
| £ ™ C
=l e -
— T t e x A'U' 2"L
o | h I_.- h
| ll_.lr [ ] \'-1
| 71 F# \
v . m."\l.
(x—h)* (y—k)? (y—k)? (x—h)?
a2 ! a2 !

Ejercicios resueltos

1. Graficar la hipérbola con centro en C(1,4), uno de los focos en Fi (—2,4) y un vértice en V;(0,4).
Solucién:

Para iniciar, ubicamos en el plano cartesiano los puntos dados.
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1Y
. ¥
Fi ﬂ‘u’1
X
. S . — : . . : S

Observamos que la distancia del centro al vértice es a = 1 y la distancia del centro al foco es: ¢ = 3.
El otro vértce y el otro foco se ubican a la derecha del centro a las mismas distancias, como se
muestra en la figura.

Y
d
& o e—i [ ]
Fir YiCcVv: F:
1 4 -E —
=" - a 1 1 1 F 5 i T ]x

Calculamos la distancia del centro a los extremos del eje conjugado:

A= a b

=Cc" —a

b=/9—1=+822283

El eje conjugado es vertical y sus extremos W) y W, se muestran en la figura siguiente; en
W1(1,6.83) y Wz(l, 1.17)
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A continuacion, trazamos un rectdngulo con segmentos que pasan por Vi, Vo, Wi y W;. Luego,
trazamos rectas que pasan por el centro y los vértices opuestos del rectdngulo. La gréfica de la
hipérbola se construye a partir de los vértices y la trayectoria de las rectas, que se llaman asintotas.

L1 J.T |.'.

"Il"'; i
(A i

2. Determinar las coordenadas del centro, los vértices y los focos de la hipérbola definida por la
ecuacion
O+3)? (=27

= =1
4 9

Solucion:

El centro tiene coordenadas C(2,—3). En la ecuacién se identifica que a®> = 4 por lo que a = 2;
b* = 9 entonces b = 3. Ademds, el eje transveral es vertical.

Los vértices se ubican en los puntos
Vi(2,-342)=V(2,-1)

Va(2,—3—2) = V5(2,-5)



7.1 Ejercicios resueltos o7

Para determinar las coordenadas de los focos, necesitamos el valor de ¢, que calculamos asf:
t=a+b?
c=vV4+9=+1323.6
Asi que:
F1(2,—3+3.6) = F|(2,0.6)

F(2,-3-3.6) = F,(2,—6.6)

y= -"-.'“x.‘ Y ; lf= %
# : -2. - v
A
. ) _. % X,
A
P e e,

Solucion:

En la figura observamos que: el eje transverso es vertical, con extremos en los vértices V;(0,2) y
V2(0,—2); el centro se ubica en C(0,0) y los extremos del eje conjugado son: W (2,0) y W2 (—2,0).

Con base en esta informacion determinamos que a =2y b = 2. La ecuacion de la hipérbola es de
la forma

2 .2

x
22
a? b?
2 2
P2
44

4. Encontrar las coordenadas del centro, vértices y focos de la hipérbola definida por la ecuacion.
2 —3y> +8x—6y+4=0

Solucion

Procedemos de forma similiar a los casos de la circunferencia y la elipse, para agrupar términos
y completar trinomios cuadrados perfectos, con especial atencion al signo menos que precede al
segundo binomio ya que en ese caso equivale a restar una cantidad en ambos lados de la ecuacion.
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(xX>+8x )—(3y*’+6y )=—-4)

~—

(> +8x )—3(°+2y )=-4)
(x> +8x+16) —3(y* +2y+1) = —4+16—3)
(x+4)>=3(y+1)*=9

(x+4)? (y+1)2_1
9 3

El centro se ubicaen C(—4,—1),a*> =9y b> =3 entoncesa=3y > =9+3=c=+12223.46.

Los vértices se ubican en:
Vi(—=4+43,-1)=Vi(—1,-1)

Va(—4—3,—1) =Vp(=7,—1)

Las coordenadas de los focos son:
Fi(—4+43.46,—1)=F (—-0.54,—-1)

Fy(—4—-3.46,—1) = Fy(—7.46,—1)

Solucién:
El eje transversal es horizontal, a =4 y b = 1. El centro se ubica en el origen.

La recta y; pasa por el centro C(0,0) y el punto P(4,1) y su ecuacion es de la forma
yi=mx+b

Como b = 0 entonces
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1-0 1
La pendiente estd dad por m = i_0-1 asf,
1

V1= ZX
La recta y, también passa por C(0,0) y por otro punto Q(—4, 1), por lo que su ecuacién es de la
forma

vy =mx—+b
1-0 1 b—0 1
conm=——g=—7yb=0,porloque.
1
Y2 = —ZX

7.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Determinar el centro, vértice y focos de la hipérbola correspondiente a la ecuacién

(x+1)* (y+3)? 1
36 4

R/ C(—1,-3), i(5,-3), Va(—17,3), Fi(5.32,=3), F»(—7.32,-3)

2. Encontrar la ecuacién de la hipérbola con focos en Fi(3,6) y F2(9,6) y vértice en V(7,6)

R/ (x—6)%— (y_86)2 =1

3. Determinar las coordenadas del centro, los vértices y los focos de la hipérbola con ecuacién
general dada por

2y —x2 +2x+8y+3=0
R/ C(1,-2),Vi(1,-3.41), V5(1,—0.59), F{(1,0.45), Fy(—1,—4.45)

4. Determinar la ecuacion de la hipérbola que se muestra en la figura

)
o )
- i mma—— -! £ - X
ol :
Vah W W
b .
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5. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos W;(0,5) y W»(0,—5), la
longitud del eje transversal es de 2 unidades. Determinar su ecuacion.
2
y
R/x¥?—-=1
Y5
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