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2. Fundamentos de geometria y tridngulos

Las formas geométricas son de las partes de la matemdtica mds visibles en la naturaleza, su continua
visualizacién en diferentes contextos evidencia una marcada presencia en manifestaciones de la
cultura humana. Desde tempranas edades los nifios identifican y diferencian figuras geométricas
bésicas y desarrollan nociones de forma intuitiva.

Posteriormente, se analizan las propiedades y caracteriticas esenciales para la clasificaciéon y orde-
nacién. La deduccién formal y el vigor para la explicacion y demostracién corresponden a etapas
avanzadas del aprendizaje de la geometria.

Nociones basicas

La geometria y su estudio se basa en conceptos dificiles de explicar pero que se conocen y compren-
den de forma sencilla, se les conoce como entes no definidos. Estas nociones abarcan, un punto,
una recta, un plano y el espacio.

También hay un sistema de afirmaciones que se aceptan sin demostracion, que se conocen como
postulados; entre ellos destacan los conocidos como Postulados de Euclides. Aunque la redaccién
puede variar; estos postulados expresan que:

1. A partir de dos puntos cualesquiera es posible trazar un segmento de recta.

2. Un segmento de recta se puede extender continuamente para formar una recta en la misma

direccidn.

3. Dado un punto y un segmento de recta llamado radio es posible trazar una circunferencia.
Todos los dngulos rectos miden lo mismo.
5. Dada una recta y un punto externo es posible trazar una y solo una recta que pasa por el

punto y es paralela a la recta dada.

>
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Algunos conceptos basicos que son de mucha utilidad se presentan a continuacion:

Angulo: es la region del plano formada por dos segmentos de recta llamados lados y un punto en
comtn llamado vértice.

Como notacién pueden usarse letras griegas como o, 3, 6 y otras.

También es comiin denotarlos por LA, 4B, etc, o bien, LAOB; otra forma es numerarlos; £1, £2
por ejemplo.

Se dice que dos dngulos son complementarios si suman 90° y se llaman suplementarios si suman
180°. Se llaman congruentes si tienen la misma medida.

Cuando dos rectas se intersectan, el punto de interseccién se convierte en el vértice de dngulos
Ilamados opuestos por el vértice, cuya medida es la misma, es decir, son congruentes.

Los angulos correspondientes son aquellos que estdn en la misma posicion.

Otras nociones bésicas se relacionan con las lineas rectas, que se llaman paralelas si no se inter-
sectan, lo cual se denota por /; || 5.

Si dos rectas del plano se intersectan formando un dngulo de 90°, se llaman perpendiculares y se
denota por /1 L [,. En las siguientes figuras se ilustran estos casos.
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[ ] [

En el trabajo para resolver problemas geométricos es de mucha utilidad concoer y aplicar aspectos
relacionados con la interseccién de dos rectas paralelas por una recta transversal. Una de las posibles
relaciones se muestra en la figura.

Se distinguen dos regiones: una entre las rectas paralelas que se llama interna y otra regién fuera
de ellas que se llama externa. Se observan al menos cuatro tipos de dngulos: opuestos por el vértice,
correspondientes, alternos internos y alternos externos.

Podemos resumir la informacién asi:
= Angulos opuestos por el vértice miden lo mismo

L1 =43 L2 = A4

L5 =47 £6 =48
= Angulos correspondientes tienen la misma medida.

L1 =45 £3 =47

£2 =46 £4 = A8
= Angulos de la regi6n interna en posicién alterna

£3 =45 £4 =46
= Angulos de la regién externa en posicién alterna

£2 =48 L1 =47
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Triangulos
Introduccion

Son figuras geométricas planas que se limitan por 3 dngulos y 3 lados, que se generan al trazar
segmentos de recta entre tres puntos no colineales. Los extremos de los segmentos se llaman vértices.

Son la base para la formacién de muchas otras figuras y a la vez, muchas figuras pueden descompo-

nerse en tridngulos. En la geometria euclidiana, los dngulos internos de cualquier tridngulo, suman
180°.

Clasificacion de los triangulos
De acuerdo con la medida de sus lados, los tridngulos se llaman, equiléteros, si los tres lados miden

lo mismo; isésceles, si dos de los lados tienen la misma medida y, escalenos, si los tres lados son
de diferente longitud.

Equilatara Isdsceles Escaleno

De acuerdo con la medida de los dngulos, los tridngulos se llaman acutangulos, si sus dngulos
son agudos, es decir, miden menos de 90°; se llaman rectangulos si uno de sus angulos mide 90°,
mientras que si uno de los dngulos es mayor que 90°, el tridngulo se llama obtusangulo.

X
.'I l". La
oy
' | G
P
ff \
/ l"'.l h
i
As 5 A B A G
Boutangulo Rectingulo Obtusangulo

Caracteristicas especiales

Se considera que el tridngulo equildtero “es especial” porque solamente para este caso, los dngulos
internos miden los mismo, es decir, los tres miden 60°.

Otro caso considerado especial, es el tridngulo rectdngulo isésceles, ya que sus dos dngulos agudos
tienen la misma medida: 45°.
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En el tridngulo rectangulo cuyos dngulos miden 30° y 60°, una caracteristica especial es que la
hipotenusa mide el doble de lo que mide el cateto opuesto al dngulo de 30°.

A5

Perimetro y area
El perimetro de un tridngulo se encuentra asi
P=L+b+1

La expresién mds conocida para calcular el area de un tridngulo es:

1
A=-bh
2
Es muy importante tener presente la siguiente definicién.
La altura de un tridngulo es un segmento de recta trazado de forma perpendicular al lado opuesto

o0 a su prolongacion.

Lo anterior significa que un tridngulo tiene tres alturas y por lo tanto, cualquiera de sus lados puede
ser llamado base.

En la siguiente figura se muestran ejemplos del trazo de las alturas, que se intersectan en un punto
llamado ortocentro.

B B
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Para el caso del tridngulo equilatero las alturas intersectan el lado opuesto en el punto medio,
mientras que en el tridngulo isésceles esto solo ocurre en el lado de diferente tamaiio a los otros
dos. Para ambos tipos de tridngulos, el ortocentro se ubica en el interior del tridngulo, mientras que
en un tridngulo rectdngulo el ortocentro se ubica en un vértice y en el tridngulo obtusdngulo estd
fuera del tridngulo.

Teorema de Pitagoras

Este teorema es quizds uno de los temas matemdticos mds conocidos y ttil por su valor formativo y
aplicacién. Se enuncia asi:

Si un tridngulo es rectingulo entonces el cuadrado de la hipotenusa equivale a la suma de los
cuadrados de los catetos.

M"x_
.Y
a N
H"'\.
b
S
| ™
-
b
a®+b*=c?

Semejanza de triangulos

La semejanza es una relacién que se aplica para estudiar cualquier poligono, pero de forma particu-
lar la esudiaremos para los tridngulos.

Dos tridngulos son semejantes si los dngulos correspondientes son congruentes y los lados corres-
pondientes son proporcionadles.

Una estrategia muy utilizada par generar tridngulos semejantes, es trazar un segmento paralelo a
cualquiera de los lados; como ejemplo veamos la siguiente figura, en la que en el tridngulo se traza
una paralela a AB.
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Podemos observar que: el AABC y el ADEC comparten el dngulo en C. Ademds DE || AB por
lo que £D = LA y LE = 4B, por ser angulos correspondientes. Esto permite afirmar que los
tridngulos son semejantes. Con esto es posible plantear las relaciones de proporcionalidad entre los
lados correspondientes.

DE CD CE
AB  CA CB

Estas razones pueden plantearse también asi:

AB _CA CB
DE CD CE

hy
También se pueden establecer relaciones con las alturas = La idea central es plantear una igualdad

2
de las razones y resolver una regla de tres simple directa para determinar magnitudes desconocidas.

Ejercicios resueltos

1. Determinar el drea de un tridngulo equilatero cuyo perimetro mide 6 centimetros.
Solucién:

Como el tridngulo es equilatero, P = 3/, por lo que:
6 =3I
2=1

1
Para calcular el 4area tenemos que A = Ebh’ con b = 2, pero h desconocida.

En la figura se muestra un tridngulo equildtero cuyo lado mide 2 cm, en el que trazamos la altura.

L .

h

2

Observamos que se forman tridngulos rectdngulos como el que se muestra.
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Para calcular el valor de A aplicamos el teorema de Pitagoras.

R +12 =22
=4-1
h=+/3

Sustituimos los valores de b y h y calculamos el drea

A=+3~1.73

Respuesta:

El 4rea del tridngulo es 1.73 cm?.

2. Desde lo alto de una torre se tiende un cable de 42 pies que se sujeta a 16 pies de su base.
Determinar la altura de la torre.

Solucion:

En la figura se ilustra la situacion planteada. La torre es vertical por lo que se asume que es
perpendicular al suelo. Asi, se forma un tridngulo rectdngulo cuyo cateto vertical corresponde a la
altura de la torre.

16p

Aplicamos el teorema de Pitdgoras y expresamos
h? +16% = 422
h? =422 —16°
h= /1764 —256
h=38.8

Respuesta:

La altura de la torre es de 38.8 pies.
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3. En un tridngulo de base b y altura & se inscribe un rectangulo cuya base coincide con la base del
tridngulo. Si la altura x del rectdngulo es la mitad de su base, determinar una expresion para el drea
del rectdngulo en términos de la base y la altura del tridngulo.

Solucion:

Este ejercicio ofrece muchas opciones para representar la relacion indicada, pues no se incluye
informacidn sobre caracteristicas particulares del tridngulo, algunas de ellas son:

=)
wi)
L%
b
m

A= ‘B A B c

Trabajaremos con el primero

-'I-.. 'l'\.
b
/
Dy 2% \E
X
A ——H
u

Observamos que se han formado dos tridngulos, AABC es semejante a ACDE, pues compraten el
£LC, LA = 4Dy 4B = £E, ya que el segmento AB es paralelo al segmento DE.

-l |

h

Por lo que es posible expresar:

Despejamos x y obtenemos:

bh — bx = 2hx
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bh = 2hx+ bx
bh =x(2h+b)
Donde:
bh
2ht+b
Para el rectangulo, el drea esta dada por
A=2x?
2
bh
A=2 ——
2h+b
e
- (2h+b)?
Respuesta:
El area del rectangulo est4 dad A 2l
area del rectangulo esta dada por A = W

4. Dos postes A y B de alturas 20 pies y 80 pies, estan separados una distancia de 100 pies. Desde
el punto més alto de cada uno se tiende un cable a la base del otro. Determinar la altura de la
interseccion de los cables.

Solucion:

Iniciamos por representar en una figura la situacién descrita.

a0p

Eﬂﬂ'l ‘r-
A p 100p B

Denotamos por £ la altura del punto de interseccién, x la distancia del poste més alto al punto de
proyeccidn sobre el suelo, de la interseccién a los cables.

Analizamos la figura construyendo tridngulos a partir del poste pequeiio y luego replicamos para el
grande.

il
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El segmento / es paralelo al poste A, por lo que se forman dos tridngulos semejantes pues ambos
son rectdngulos y comparten el dngulo en B.

W e N
A 10 B P X B

Establecemos relaciones entre los lados correspondientes

20 100

h X

100n s
20

Ahora procedemos con el andlisis para el poste mds alto y formamos dos tridngulos semejantes en
los que expresamos la proporcionalidad entre sus lados correspondientes.

|

X =

80
e
A P B
F D
0
h
131 180
80 100
h 100—x
80 100
W~ 100—5h

80(100 — 5h) = 100k
8000 — 400k = 100k
8000 = 500h
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8000
500
16=nh

Respuesta:
Los cables se intersectan a una altura de 16 pies.

5. Sobre la hipotenusa AB de un tridngulo ABC se construye otro tridngulo rectdngulo ABD que
también tiene como hipotenusa AB. Si BC = 1, AC = by AD = 2, determinar una expresion para
calcular la distancia de B a D.

Solucién:
Para construir una figura que permita visualizar la situacién planteada, analizamos que la hipotenusa
tiene extremos en los vértices AB y el primer tridngulo es rectdngulo en el vértice C, mientras que

el otro tendrd un dngulo recto en otro punto D.

A

Aplicamos el teorema de Pitdgoras en el tridngulo ABC y obtenemos:
(AB)? =b*+1
De forma similar, en el tridngulo ABD, obtenemos
(AB)?> = (BD)> +4
Como la hipotenusa es la misma, igualamos las expresiones obtenidas y despejamos BD
b’>+1=(BD)*+4

b*> -3 = (BD)?

Por lo que, la longitud del segmento BD se puede calcular por medio de la expresion
BD = +/b? -3

Respuesta:

La distancia de B a D esté4 dada por la expresién BD = /b2 — 3.
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6. En la figura mostrada el AABC es rectangulo en C, AD = DB, DE 1 AB, AB=20y AC = 12.
Determinar el drea del tridngulo DBE y el 4rea del tridngulo AEC.

&,

1

20

Solucién:
Dado que AD = DB y el segmento AB mide 20, establecemos que DB = 10.

Para calcular el drea del tridngulo DBE es necesario determinar la longitud de ED, que puede
considerarse una altura. Para ello comparamos AABC con ADBE.

c
£

I:n.' '\-\.._‘_..h E
AN S

Los tridngulos son semejantes porque comparten el dngulo en B y tienen un angulo recto, por lo que

BC 12
10 h

10% 12
h=

BC
Para calcular la longitud del lado BC aplicamos el Teorema de Pitdgoras en AABC

122+ (BC)* = 207
(BC)? = 400 — 144

BC =256 =16
Ahora calculamos 4 sustituyendo el valor de BC
h 120 7.5
==

El 4rea del tridngulo DBE se puede calcular asi:

1
A= 5(10)(7.5) =37.5u?

Para calcular el area del tridngulo ACE, trazamos un segmento de A a E que serd la hipotenusa de
este tridngulo y también del tridngulo ADE.
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-
&
“rm

Es necesario determinar la longiud del segmento CE para calcular el area del AACE, como

A= ;(12)(CE)

Como estrategia, aplicamos el Teorema de Pitagoras en AADE para calcular la hipotenusa z; luego
calculamos el valor de CE aplicando nuevamente el mismo teorema.

En AADE
102+7.52 = 7
156.25 = 2
En AACE
7> =12% + (CE)?, entonces CE = 1/156.25 — 144 = 3.5
Por lo que:
A= ;(12)(3.5) =21u?

Respuesta:

El 4rea del tridngulo ACE es de 21 unidades cuadradas.

2.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. En la figura que se muestra determinar:
a) {ABC
b) LACD
c) Lalongitud de AB
d) El area del ADEC

R/ a) 50°, b) 20°, ¢) AB = 23.32 unidades, d) A = 49.48 u*
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2. En la figura que se muestra se ha trazado la altura sobre la hipotenusa. Determinar:
a) El ara de ABCD
b) La longitud se AD

R/ a) 5.51u?,b) AD = 1.54

3. Con base en la figura que se muestra, determinar el perimetro del tridngulo con “vertices en

A,ByC.
A
L "-__E
o i) B
12
R/ El perimetro del triangulo es 19.3 unidades.
4. Determinar el valor de x con base en la figura.
i
|'I I"
£
! \
/ Y
13/ \i3
ll.
J ."',
lll." q -"-. A
/ T |
L A i

R/ El valor de x es 7.35 unidades.

5. Un automovilista viaja en una carretera recta hacia el sur a una velocidad constante de 60
km/h; al mismo tiempo otro automovilista sale del mismo punto a una velocidad de 45 km/h
y se mueve en una carretera recta hacia el oeste. Determinar a qué distancia se encuentran
uno del otro los viajeros después de 1.5 horas.
R/ Se encuentran a 112.5 km
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6. Un arbol de 6.5m de altura proyecta una sombra de 9 metros de longitud. Determinar la
longitud de la sombra que proyecta un hombre de 1.78 de altura que se encuentra a cierta
distanca del arbol.

R/ La sombra proyectada por le hombre es de 2.46 m.



Una figura plana de cuatro lados rectos, se llama cuadrildtero, en el mundo real se encuentran mu-
chos de ellos en diversos tamafios y formas que los diferencia, tales como: rectingulos, cuadrados,
rombos, trapecios y en general paralelogramos.

Los puntos de interseccién de dos lados se llaman vértices y los lados que no tienen vértices
comunes se llaman opuestos. En la figura, A, B, C y D son los vértices, los lados AB y CD son
opuestos, al igual que BC 'y AD.

Se llaman dngulos adyacentes a los que tienen un lado en comtn, en la figura anterior By £C son
adyacentes, asi como £Cy 4D, £A y £D. Las diagonales son segmentos de recta que se trazan
entre vértices no adyacentes.

Se define un paralelogramo como un cuadrildtero con dos pares de lados paralelos, como un
ejemplo ver la figura siguiente.
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B
-
I
b
Un rectangulo es un paralelogramo con cuatro angulos rectos.
B C
A D

AB||CDy BC || AD, ademds BC L CD,CD 1 AD,AD | AB, AB | BC. Otra caracteristica de los
rectangulos es que los lados paralelos son congruentes, es decir, miden lo mismo.

Un cuadrado es un rectdngulo con cuatro lados de la misma medida, es decir, tiene cuatro dngulos
rectos y cuatro lados congruentes.

Un rombo es un paralelogramo con cuatro lados de la misma medida y dos pares de dngulos
opuestos congruentes.
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Los trapecios son cuadrilateros con dos de sus lados paralelos, a los cuales se llama bases. En la
sigura se muestran diferentes trapecios, aunque el primero y el segundo son los que mds se utlizan.

:

[sascales Racta Excalong Dbtuso

Areas y perimetros de cuadrilateros

Rectangulo
d
i b i
P=2a+2b
A=ab
Cuadrado
|

f

P =4l

A=
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Rombo

i

Trapecio

P=2I+b+B
(b+B)h

3.1 Ejercicios resueltos

1. Si la longitud de la diagonal de un cuadrad es a + b, determinar una expresion para calcular el
area del cuadrado en términos de su diagonal.

Solucion:

En la figura se muestra un cuadrado de lado / y diagonal a+ b
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El 4rea del cuadrado estd dada por: A = [2, al trazar la diagonal se formé un triangulo rectdngulo
is6sceles, por lo que
P+1% = (a+b)?

212 = (a+b)?
2_ (a+b)?
2
Por lo que
b 2
L lath)
2
Respuesta:
a+b)?

La expresion para el drea en términos de ay b es A =

2. Se construye un rectangulo a partir de uno cuyos lados miden 5 cm y 3cm, de tal forma que la
base del nuevo rectdngulo es igual a la suma de la diagonal y el lado mayor, mientras que la altura
es la diferencia entre la diagonal y el lado mayor. Determinar el 4rea del nuevo rectangulo.

Solucion:

En la figura se muestra el rectdngulo dado y el nuevo rectangulo.

3 45

Las medidas del nuevo rectangulo son:
Base: d+5
Altura: d —5

El drea del nuevo rectdngulo es
A=>bh
A= (d+5)(d-5)
A=d*-25

Necesitamos calcular d?, para ello notamos que al trazar la diagonal se generd un tridngulo
rectdngulo con catetos 3 y 5:

?=524+32=25+9
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Sustituimos d? y obtenemos el valor del drea buscada

A=25+9-25

A=9cm?

Respuesta:

El drea buscada es de 9 cm?.

3. Un terreno de forma trapezoidal tiene un drea de 1400 m?. Si la altura es de 50 metros, determinar
los posibles valores enteros de las bases, sabiendo que ambos son multiplos de 8.

Solucion:

Si las bases del trapecio b y B son multiplos de 8, entonces son de la forma:

b=8x

y B=38y

Sabemos que A = 1400 y & = 50, aplicamos la expresion para el drea de un trapecio.

B (b+B)h
2
8x+ 8y)50
s, BB B0
2
8 50
1400 = M
2
2800
FTYT 8550
x+y=7
Valores enteros posibles de x y y.
x| 1]2]3
y| 6|54
Valores enteros posibles de las bases
b| 8 |16 24
B |48 | 40 | 32

Respuesta:

Los posibles valores de las bases son: 8 y 48, 16 y 40 0 24 y 32
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4. Un tridngulo equildtero y un trapecio isésceles tienen areas y alturas iguales. Si el lado del
tridngulo mide 18 cm y las longitudes de las baes del trapecio difieren en 8 cm, determinar el
perimetro del trapecio.

Solucion:

El perimetro de un trapecio estd dado por P = B+ b+ 21.

1
El drea de un tridngulo se expresa como Ar,; = Ebh conb =18
Aryi =5%h

El area del trapecio corresponde a

1
ATra = E(B + b)h

Sabemos que las dreas y alturas son iguales

Arri = Atra

9%:;w+bm
18=B+b

Ademas el enunciado indica que B—b = 8.

Para calcular el perimetro hace falta determinar la medida del lado del trapecio.

13
h |
X
16
_B-b_8_,
T T

hrrq = hryi, por lo que calculamos la altura del tridngulo equildtero y luego el lado del trapecio.
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h* =182 —92
h? =243

Ahora trabajamos en el tridngulo rectdngulo generado en el trapecio.

I* = h*+42
1 =+/243+16=16.09

Pryq = 18+2(16.09) = 50.18

Respuesta:
El perimetro del trapecio es de 50.18 centimetros.

5. Un tridngulo equildtero de lado 2 se divide en un tridngulo y un trapecio isosceles al trazar
una paralela a uno de los lados. Si el drea del trapecio es la mitad del drea del tridngulo original,
determinar cudnto mide la base menor del trapecio.

Solucion:

En la figura se muestra la situacién descrita

Trazamos la altura del tridngulo original y la calculamos aplicando el Teorema de Pitdgoras.

h2:22_12



3.1 Ejercicios resueltos 33

h=+3
1
El drea del tridngulo es Az, = 5(2)\/§ =3

V3

Asi determinamos el drea del trapecio Ar,, = -

el trapecio formado se muestra en la siguiente figura

B=2 b=2-2x

Igualamos el valor del drea con la expresion para calcularla

V3 (B+b),

2 2
V3= (2+2-2x)y
V3= (4-2x)y

Necesitamos establecer relacion entre y y X, por lo que aplicamos semejanza de tridngulos.

y

i :
\@_1
vy x
y=+3x

Entonces, al sustituir obtenemos:

V3= (4—2x)\ﬁx

1 =4x—2x2
22 —4x+1=0
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Resolvemos la ecuacién cuadratica y determinamos el valor de X

_4£/16-4(2)(1)  4+2v2
— 7 =

2

X

x1=341 y x=0.59

Como la base debe ser menor que 2, elegimos x; = 0.59
b=2-2(0.59)=0.82
Respuesta:

La base menor del trapecio mide 0.82 unidades.

6. Determinar el drea del rombo que se muestra en la figura.

'EII_ 4120°

Solucion:

Para calcular el drea del rombo se requiere determinar el valor de las diagonales. El 4ngulo opuesto
al dngulo dado tamién mide 120°; la diagonal de un rombo divide sus dngulos en dngulos de la

misma medida, es decir, en dos de 60°, asi determinamos que los

dngulos del vértice superior y

del vértice inferior miden 60°. Se forman dos tridngulos equildteros cuya alura es la mitad de la

diagonal mayor y la base es la diagonal menor.

h2:82_42
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Por lo que 7 = /64 — 16 = 6.93
D =2(6.93) =13.86

d=28

_D*d_13.86>x<8
22

A = 55.44; >

Respuesta:

El area del rombo es de 55.44 unidades cuadradas.

Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Un cuadrado se inscribe en un tridngulo rectdngulo de catetos de 4 cm y 6 cm. Determinar el
area dentro del tridngulo y fuera del cuadrado.

in

R/ El érea es 6.24 cm?>

2. La base de un tridngulo mide el doble que el lado de un cuadrado de igual drea. Determinar
la razén entre el lado del cuadrado y la altura del tridngulo.
R/ La razén es de 1

3. La base mayor de un trapecio isOsceles es igual a una diagonal y la base menor mide lo
mismo que la altura. Determinar el perimetro del trapecio si las bases miden Scm y 3cm.
R/ El perimetro es de 14.32 cm



36 Capitulo 3. Cuadrilateros

4. Calcular el drea sombreada en la siguiente figura, con b = h

, =
R/ El area es §”

5. En un rombo cuyos angulos agudos miden 50°, se inscribe un rectangulo con vértices en los
puntos medios de los lados cuya longitud es de 8cm. Determinar el 4rea fuera del rectangulo
y dentro del rombo.

R/ El area es de 36.54 cm?

6. En un rectdngulo de lado 7.8 cm y 4.53 se inscribe un rombo con sus vértices en los puntos
medios del rectdngulo. Determinar el drea del rombo y la medida de sus lados.
R/ El 4rea es de 17.67 cm? y el lado mide 4.51cm



4. Circulos

El circulo es conocido como forma circular o forma redonda. Se refiere a una figura plana limitada
por el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado centro.

El contorno, borde, orilla o perimetro del circulo es la circunferencia. El segmento de recta que
tiene como extremos al centro y un punto de la circunferenca, se lama radio.

El segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia pasando por el centro de llama
diametro. En la siguiente figura podemos observar que d = 2r
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En general, un segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia se llama cuerda.

A ™,
.'.. .\l'\.

T k1
|'. I'.
. .
|
|
1 II
|I /

.\ .-.I'

A

Una recta se llama tangente si intersecta el circulo en un punto, en el cual la tangente y el radio son

perpendiculares.

Un teorema de mucha utilidad es el que se enuncia a continuacion.

Si desde un punto externo P se trazan tangentes a un circulo, la distancia desde P a los puntos de
tangencia T y V, es la misma: d(P,T) = d(P,V)

=

Una recta secante a un circulo es la que intersecta la circunferencia en dos puntos, o sea, contiene

una cuerda.
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Angulos y arcos

Un angulo central es aquel que tiene su vértice en el centro del circulo, es decir, sus lados son dos
radios o segmentos que contienen a dos radios.

.-"-- B ""-\. &

.l ,

/ !

f \

| ‘4

i II

-.\. .-’_'.I
K"\-\._\_\_\_\_ __'__.-""I

Un angulo inscrito es aquel cuyo vértice se ubica en la circunferencia y sus lados son dos cuerdas
o dos segmentos que las contienen.

~

Se llama arco de A a B y se denota AB, a la porcidn de la circunferencia entre el punto A y el punto
B.
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Nt

La medida de un dngulo inscrito corresponde a la mitad del arco que subtiende. En la figura anterior

1 =
LV = - AB
2

Un sector circular es una parte del circulo limitada por dos radios y un arco, con 6 dngulo central.

(/2

El drea de un sector circular se calcula por medio de la expresién A = 0 0 en radianes.
La longitud del arco estd denotada por s, se calcula asi: s = r0, 6 en radianes.

El 4rea de un circulo estd dada por A = 772 y su perimetro por C = 27r.

Ejercicios resueltos

1. El area encerrada entre dos circulos concéntricos; en una regién llamada anillo circular, mide
107 unidades cuadradas. Si la diferencia entre los radios es de 1 unidad, determinar la medida de
los radios.

Solucion:

En la figura se muestran dos circulos con el mismos centro, es decir, concéntricos, asi como el
anillo circular formado.
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El ejercicio puede resolverse expresando el radio mayor como r, = r| + 16 el radio menor como
r; = rp — 1. Notamos que el 4rea del anillo circular corresponde al drea del circulo mayor menos el
drea del circulo menor.

A, —A; =10rm
nr3 —nry =107
Al dividir por 7 y sustituir r, = r; 4 1, tenemos
(rn+1)?—r =10
r%—|-2r1—|-1—r% =10
2ri =9
r=4.5

Respuesta:

Los radios de los circulos miden: rj =4.5y r, =5.5.

2. En la figura que se muestra, PQ es una cuerda de 12 cm. AB L. PQ, A, B'y C son colineales y
AB = 2cm. Determinar la longitud del radio.

p—
-'.--l--. H\H"
it iE IL:
..R y
.
Q

Solucion:

Como A, By C son colineales, B, es el punto medio de la cuerda PQ. Trazamos un radiode C a Py
otro radio de C al punto A. Notamos que:

r=AB+BC
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r=2+BC
r—2=BC

Formamos el tridngulo rectdngulo que se muestra.

B
8 r
B ] r-2 C

Aplicamos el Teorema de Pitdgoras y obtenemos el valor de r
r? =36+ (r—2)?
2 =36+1r—4r+4
4r =40
r=10

Respuesta:

El radio del circulo mide 10 cm.

3. En un jardin circular de 8m de radio se separa el drea de caminamiento por medio de dos cuerdas
paralelas a 4m del centro cada una. Determnar el drea para el caminamiento y el drea para cultivo

de plantas.

Solucion:

Empezamos por representar la situacién planteada en la siguiente figura

Notamos que el drea de caminamiento se divide en 4 regiones de igual magnitud, de tal forma que

al multiplicar por 4 cada drea, obtenemos el drea buscada.

Cada una de las cuatro regiones estd formada por un tridngulo rectdngulo y un sector circular.
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Para calcular el 4rea del tridngulo rectdngulo aplicamos el Teorema de Pitdgoras para determinar b.
b=+v8—-42=6.93

el drea del tridngulo es:

1
Ar = 5(6.93)(4) =13.86 m?

El 4ngulo 6 = 30° ya que en el tridngulo, la hipotenusa mide el doble que el lado opuesto a 0;
ademas este es alterno interno con el angulo del sector circular

El 4rea de caminamiento es:
Ac = 4(5.337) = 66.98m?
El 4rea de jardin es:
Aj = 7(8%) —66.98 = 134.1m>
Respuesta:

El 4rea de caminamiento es de 66.98m? y el 4rea de jardin es de 134.1m>.

4. Determinar la razén entre el drea de un cuadrado inscrito en un ciruclo de radio de 5, y un
cuadrado inscrito en un semicirculo del mismo radio.

Solucion:

Se denota el area del cuadrado inscrito en un circulo de radio 5, como A;; el area del cuadrado

o . . . . . Al

inscrito en el semicirculo del mismo radio se denota como A,. Se requiere determinar la razén —.
p)

En las figuras siguientes se presentan los cuadrados inscritos en el circulo y el semicirculo.
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A =12

Al trazar un didmetro desde los vértices opuestos del cuadrado se genera un tridngulo rectdngulo
isésceles de hipotenusa 10. Entonces, aplicando el Teorema de Pitdgoras tenemos:

I+ 12 =107
21> =100
12 =50
Por lo que A; =50
Para el semicirculo
%
B
Ay =17

Al trazar un radio del centro del semicirculo a un vértice del cuadrado sobre la circunferencia, se
genera un tridngulo rectdngulo de hipotenusa 5. Aplicamos el Teorema de Pitdgoras y obtenemos:

/ 2
12+ <2> :52

Asi:
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Respuesta:

5
La razon entre las areas es de 3

5. En el tridngulo con vértices en A, B 'y C se inscribe un circulo como se muestra en la figura.
Determinar el valor del radio r.

LY
m

10

El tridngulo es rectdngulo en el vértice C, la longitud de la hipotenusa AB la calculamos aplican-
dando el Teorema de Pitdgoras.

AB? = 10% 242

AB = /1004576 =26

Si consideramos los vértices del tridngulo como puntos externos al circulo desde los cuales se
trazan tangentes en los puntos P, Q, T, la distancia desde los vértices a esos puntos, es la misma en
cada caso.

24-r A

'." '
.Q _\\T 10-r

Leop

10-r

r

Trazamos radios a los puntos de tangencia y notamos que
d(C,P)=d(C,Q)=r

d(B,P) =d(B,T)=10—r
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d(A,T)=d(4,0)=24—r

La hipotenusa queda dividida en dos segmentos cuyas longitudes suman 26, por lo que:
24—r+10—r=26

34 -26=2r

Respuesta:

El radio del circulo mide 4.

4.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Dos circulos concéntricos de rados 6.5 cm y 4.7 cm forman un anillo circular. Determinar el
area y el perimetro de la regién formada.
R/ El 4rea es de 63.33 cm? y el perimetro es de 70.37 cm

2. Determinar la medida del radio de un circulo en el que se inscribe un tridngulo equilatero de
lado 8.
R/ El radio es de 4.62

3. Determinar el radio de un circulo que se inscribe en un tridngulo rectdngulo con lados 8 cm,
I5cmy 17 cm.
R/ El radio mide 3 cm.

4. El circulo 1 pasa por el centro del circulo 2 y es tangente a él. Si el drea de C; = 4 cm?,
determinar el drea del circulo 2.

R/ El area del circulo 2 es de 16¢m?
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5. Tres circulos son tangentes a una recta horizontal y tangentes entre si, como se muestra en
la figura. El radio del circulo pequefio mide 4 cm. Determinar el radio de los dos circulos
grandes.

R/ El radio de los circulos es de 16 unidades.






Los poligonos regulares son aquellos cuyos lados tienen la misma medida, entre ellos se encuentran
el tridngulo equildtero, el cuadrado, el rombo, entre los mds conocidos y utilizados podemos
mencionar el pentdgono y el hexdgono, que tienen cinco y seis lados, respectivamente.

Se define como apotema de un poligono regular, la distancia de su centro al punto medio de uno de
los lados.

El perimetro de un poligono regular de n lados se calcula por medio de la expresion

P=nxl

Una estrategia funcional para el cdlculo del 4rea de un poligono regular de n lados, consiste en trazar
un circulo circunscrito auxiliar cuyo centro coincide con el centro del poligono y las distancias a

los vértices coinciden con radios del circulo. Esta estrategia sirve para formar tridngulos que en
360°

general son isdsceles y el dngulo central 6 = , es un dngulo dado de dicho tridngulo.

360°
Como ejemplo, se muestran los casos del pentdgono y el hexdgono, para el primero 6 =

=72°,

por lo que los dngulos con la base son iguales y suman 180° —72° = 108°. El caso del hexagono es

e}

singular, ya que 6 = = 60°, lo que significa que los otros dos dngulos son iguales y suman

120°, es decir, cada dngulo mide 60°, por lo tanto, los tridngulos son equildteros
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Una forma de calcular el drea de un poligono es calcular el drea de uno de los tridngulos y multiplicar
por n, tomando en cuenta que la altura del tridngulo coincide con el apotema del poligono. La
expresion general para el drea es:

Ejercicios resueltos

1. Determinar el 4rea de un hexdgono regular con apotema que mide 3+/3 cm.

Solucion:

En el caso que se plantea se requiere determinar la medida del lado del hexdgono, que coincide con
el lado del tridngulo equildtero que se forma, ya que sus tres dngulos miden 60° y su altura mide lo
mismo que el apotema.

Calculamos la medida del lado con base en la figura.
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El area del hex4agono es

Respuesta:
El 4rea del hexdgono es 93.53 cm?
2. Si el drea de un hexdgono regular mide 361/3 cm?, determinar cuanto mide el lado y el apotema.

Solucion:

Para el hexdgono dado se desconoce [ y a y se conoce que A = 361/3, por lo que:

P

2 363
2

6la =723
la=12V3

Expresamos a en términos de / y despejamos para calcular su valor
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Por lo que:

3
El apotema mide a = \2[(4.9) =4.24
Respuesta:
El lado del hexdgono mide 4.9 cm y el apotema mide 4.24 cm.

3. Un pentdgono regular cuyo apotema mide 2v/3 cm se inscribe en un circulo de radio 5 cm.
Determinar el drea fuera del pentdgono y dentro del circulo, como se muestra en la figura.
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Solucion:

El area sombreada la calculamos a partir de la expresion:
Ay=Ac—Ap
El area del circulo la obtenemos a partir de r =5 cm
Ac=r(5)*=25x

Ac =2 78.54 cm?

Para calcular el area del pentdgono, calculamos la medida de su lado, con base en el tridngulo
isosceles que se forma y el trazo de su altura, generamos la figura.

23 5

12
(2v/3)2 + 7=25
> =25-4(3)
=13
1236

Calculamos el 4rea del pentdgono

5(3.6)(2V3
Ap:()z(\[):31.18cm2

Asi,
As =78.54 —31.18 = 47.36 cm?

Respuesta:

El 4rea fuera del pentdgono pero dentro del circulo es de 47.36 cm?.
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4. En un jardin de forma octogonal se deja un drea de caminamiento que se muestra sombreada en
la figura. Determinar el drea disponible para caminar.

2 m

Solucion:

Observamos en la figura que el drea para caminar tiene forma rectangular cuyo largo mide 2a y su
ancho es de 2m, pues coincide con la medida del lado del octagono regular:

Ac = (2a)(2) =4a

Calculamos el apotema a partir de uno de los trapecios con base menor b = 2, la base mayor B = 2¢q
y lados de 2.

2
Y| 2
) [} '._"‘...
Za
. . 2a—2 2a-1)
La base de uno de los tridngulos mide 5= 5 = a—1

La altura mide también a — 1, pues el ancho del caminamiento mide 2, por lo que hay una unidad
hacia arriba y hacia abajo del centro.

Entonces:

E-'l LY
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(a—1)*+(a—1)?=22
2(a—1)*=4
(a—1)2=2
a*—2a+1-2=0
a—2a—1=0

_2£/4-4()(-1) _ 2422

=1+v2
2 2 V2

a
El apotema mide: a = 1 & +/2 = 2.41 La base del rectiangulo del caminamiento mide 2a
2(2.41)=4.82
El drea del caminamiento es:
Ac = 4.82(2) = 9.64 cm?
Respuesta:
El caminamiento tiene un drea de 9.64cm?.

5. En un hexdgono regular cuyo lado mide 7cm se inscribe un circulo. Determinar el drea fuera del

circulo y dentro del hexdgono.

h S \ J
N[

Tcm

Solucion:

En la figura observamos que el drea sombreada es la diferencia entre el 4rea del hexdgono y el drea
del circulo:

As=Apy —Ac
6(7)a
s = 72 nr’

Notamos que r = a, cuyo valor estd dado por
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3.5

a+(35)?="7°
a=1+/49—-12.25=6.06

Por lo que:
As = 21(6.06) — (6.06)?
Ag=127.26—115.37
As =11.89 cm?
Respuesta:

El 4rea dentro del hexdgono y fuera del circulo es de 11.89 cm?.

Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Determinar el drea de un hexdgono regular cuyo lado mide 15 cm.
R/ El 4rea es 590.85 cm?

2. Si el apotema de un hexdgono regular mide 4 cm, determinar cuanto mide el drea y el
perimetro.
R/ El 4rea es 55.44 cm? y el perimetro es 27.72 cm

3. Un pentdgono regular cuyo lado mide 17 cm se inscribe en un circulo de radio 10 cm.
Determinar el drea fuera del pentdgono y dentro del circulo.
R/ El 4rea es de 90.19 cm?

4. Determinar la diferencia entre las dreas de un hexdgono regular circunscrito y un hexdgono
regular inscrito en un circulo de radio 5.
R/ La diferencia es de 21.6 u*

5. En un circulo de radio 9cm se inscribe un hexagono regular cuyo apotema mide Scm.
Determinar la diferencia entre el drea de un circulo y el drea del hexdgono.
R/ La diferencia es de 18.17cm>
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6. Areas de figuras compuestas

Introduccién

Muchas formas geométicas que se encuentran en la naturaleza y en las obras del ser humano, se
componen de varias figuras geométricas o partes de ellas, por lo que el célculo de dreas involucran
de forma simultdnea lo aprendido para las figuras individuales, tales como: circulos, cuadrilateros,
tridngulos, poligonos, entre los principales.

Las figuras pueden formarse de varias formas individuales, o bien, por la inscricion de unas
en otras o la superposicion de ellas. El drea de interés puede calcularse de forma directa, por medio
de la suma de 4reas de diferentes regiones, asi como, por la diferencia entre ellas.

Ejercicios resueltos

1. Calular el drea sombreada en la figura, con D punto medio de BC.
Solucion:

Como el tridngulo es rectdngulo, aplicamos el teorema de Pitdgoras para calcular CB.
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(CB%) = 52+ (5V/3)?
CB=+/25+75=10

Podemos afirmar que el 4ngulo en el vértice C, mide 30°, ya que la hipotenusa mide el doble
que el cateto opuesto.

El 4rea sombreada abarca dos regiones: un sector circular para un angulo 6 = 30° que
denotamos por A y una regidn en la parte inferior que denotamos para A;.
Asi, A, =A| +A,

Para calcular A; notamos que el radio del sector circular es la mitad de la hipotenusa; r =5y

T
0 =300 =_.
6
1
Alzﬁﬂrz

1 25

Al =—n(5)?%=—=

1=3n0) =57

El 4rea de la regién inferior, Ay, la calculamos por la diferencia entre el area del tridngulo y
el 4rea del sector circular de dngulo 6 y radio r = 5+/3.

Ay =Ar —Asc

A2 = 5(5)(5V3) - a(5V3P

_25\@ 75
2= "

Calculamos el area sombreada.
As=A1+A

S +25\@ 75
T2 1"

_25\@ 50
S=T "

Ag =21.65—-13.09

Respuesta:
El 4rea sombreada es: Ag = 8.56 u?

2. Sobre la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 12 cm, se construye un semicirculo, ademds,
se construye otro semicirculo cuyo didmetro coincide con un lado del cuadrado.
Calcular el area sombreada en la figura.
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T2

Solucion:
En la figura se identifican dos regiones; el semicirculo con didmetro sobre el lado del cuadra-
do, con r = 6 y la region 1, correspondiente a la mitad del area dentro del primer semicirculo

y la mitad del cuadrado.

Asi: AS :A2 —A1

1
Calculamos: Ay = 571'(6)2 = 1871 = 56.55 cm?

El valor de r es la mitad de la diagonal.
1
r= 5(\/ 122+ 122)

1
r=5(v/288) = 8.48

Sustituimos r y / para calcular A;.

Al = ; [;n(8.48)2 - ;(12)2]

1
A= 5[1 12.96 — 72] = 20.48cm?
As = 56.55—20.48
As =36.07cm?

Respuesta:
El 4rea sombreada es 36.07 cm?

. En un tridangulo rectdngulo isésceles de lado 2 cm se inscribe un semicirculo como se muestra
en la figura. Calcular el area fuera del semicirculo y dentro del tridngulo.
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Solucion:

El drea sombreada corresponde a la diferencia entre el drea del tridngulo y el area del semi-
circulo.

As=Ar —Asc
1 1 5
AS = Ebh — 571'1"

1
El drea del tridngulo es: A7 = —(2)(2) = 2 cm. Para calcular el drea del semicirculo, necesi-

tamos conocer r. Trazamos un radio al punto de tangencia con la hipotenusa y construimos
un tridngulo semejante al tridngulo dado.
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La hipotenusa del tridngulo dado es.
Z=v22+22=1+/8
Establecemos relaciones de proporcionalidad y despejamos r:

con:x+r=2

2_ V8
=

X

2_ V8
r 2—r
2(2—r)=+/8r
4-—2r=1+/8r
4=1/8r+2r
4=r(v/8+2)

4
— =
V8+2
0.83=r

Ahora podemos calcular el area del semicirculo inscrito.

1
Asc = 575(083)2

Asc = 1.08¢cm?
As=2-1.08
As = 1.92 cm?

Respuesta:
El 4rea sombreada es 1.92 cm?

4. En un semicirculo se inscribe un tridngulo como se muestra en la figura. Determinar el drea
sombreada.
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Solucion:

En la figura se observa que uno de los lados del tridngulo coincide con el didmetro del
semicirculo y el vértice C se ubica sobre la circunferencia. Por lo que el triangulo es rectan-

gulo, cuya hipotenusa mide: AB = /5% + 7% = /74 = 8.6. Si el didmetro mide 8.6 entonces

8.6 43
r—2—..

El 4rea sombreada la calculamos restando el drea del tridngulo al drea del semicirculo.

As =Asc —Ar
A Lo 1bh
S= o g

1 1
Ag= 577(4-3)2 - 5(5)(7)

As=29.04—-17.5=11.54

Respuesta:

El 4rea sombreada es 11.54 cm?

. En un circulo de radio 5 cm se inscribe un rectangulo cuya altura es 3 unidades mas que la

medida de su base. Determinar el 4rea fuera del rectdngulo y en el interior del circulo.

Solucion:

Sabemos que el radio del circulo mide Scm y que & = b+ 3. El drea sombreada estd dada por:

As =Ac —A,
El 4rea del circulo es:
Ac = mr?
Ac = 7(5)?

Ac =251
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Para calcular el area del rectangulo necesitamos conocer sus dimensiones, por lo que trazamos
un didmetro para formar un tridngulo rectdngulo al que aplicamos el teorema de Pitdgoras y
luego resolvemos la ecuacion resultante.

B>+ (b+3)> =107
b?+b*+6b+9—100=0
202 4+6b—91 =0
. —64+/36—4(2)(—91)

4
—6+27.64

4
b=541cm

h=541+3=28.41lcm
A, = (5.41)(8.41) = 45.5 cm?
As =251 —45.5
As = 33.04 cm?

Respuesta:

El 4rea fuera del rectangulo y en el interior del circulo es de 33.04 cm?
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6.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Calcular el drea sombreada, si D es el punto medio del segmento BC.

B
\e
- -ll'll

43 D

R/ El 4rea sombreada es 8.38 u?.
2. Se inscribe un circulo en un tridngulo isésceles cuya base mide 2 ¢m y la altura mide 1cm.
Determinar el drea fuera del circulo y dentro del tridngulo.

R/ El 4rea fuera del circulo y dentro del triangulo es 0.47cm?>

3. Determinar el area sombreada si el triangulo es equilatero de lado 10.

R/ El 4area sombreada es 30.71 u?

4. En un semicirculo se inscribe un rectdngulo de largo 6 cm y altura 2 ¢cm, como se muestra en
la figura. Determinar el area sombreada.

R/ El 4area sombreada es 8.42 cm?
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5. Determinar el area sombreada si CD = 5

R/ El 4rea sombreada es 39.27 u?






= ey

7. Volumen de s

L & -

Introduccion

Los sélidos tridimensionales forman parte de la vida cotidiana, en diversos tamafios y aplicaciones.
También se presentan con frecuencia en contextos de las ciencias aplicadas.

Entre los llamados cuerpos redondos, se encuentran la esfera, el cilindro y el cono recto circular,
para los cuales es importante calcular el volumen y en area superficial, a partir de las siguietes

expresiones.
Esfera
V=—mr
3
As = 4nr?

Cilindro

V = nr’h
As =27r? +27rh
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Las caras circulares se llaman bases y el drea lateral consiste de la medida de la superficie lateral.

Cono Recto circular
Este cuerpo consta de una base circular, un vertice y un segmento trazado de éste perpendicualrmente
a la base.

1
V= gﬂrzh

As = mr? + 7rg

Los sélidos llamados prismas estan limitados por dos caras congruentes paralelas a las que conoce
como bases y caras laterales formadas por paralelogramos. Las caras se intersectan en las aristas y
las intersecciones de las aristas son los vértices.

Los prismas rectos son aquellos en los que la altura es perpendicular a las bases, de cuya forma
reciben su nombre; por ejemplo.
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Prisma Triangular

Prisma Pentagonal

Prisma Hexagonal

En cualquiera de los casos, el volumen se determina por medio del producto del drea de la base por
la altura:

V =Agh

Las pirdmides regularmente tienen como base un poligono regular y caras triangulares con un punto
en comun llamado vértice; si la altura es perpendicular a la base se llama pirdmide recta. Se muestra
como ejemplo una pirdmide de base cuadrada.
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7.1 Ejercicios resueltos

1. Un recipiente industrial estd forrado por una parte cilindrica de 1 m de didmetro y 80 cm de
altura, y una parte cénica de 6 Ocm de altura, Determinar la capacidad del recipiente.

Solucion:

Representamos el recipiente en la siguiente figura.

QFm

La capacidad del recipiente estd dada por la suma del volumen de la parte cilindrica con el
volumen de la parte cénica; expresamos esto como:

V =Veir + Veono

2 1 2
V =7nr‘hg + 5751” heono

1
V =m(0.5)%(0.8) + §7r(0.5)2(0.6)
V =0.63+0.16
V =0.79 m?

Respuesta:

La capacidad del recipiente es de 0.79 m>.
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2. Un depésito semiesférico con radio de 5 p contiene agua hasta 1 p de altura. Determinar el
area del espejo del agua en ese momento.

Solucion:
La superficie del agua en un depdsito toma la forma del recipiente, en este caso, una forma
circular, asi que el drea esta dada por.
— 2
Ay =Tr;

Es necesario determinar cuinto mide el radio de la superficie del agua, para una altura de 1
pie, como se muestra en la figura.

-,

Con un corte transversal en la figura de interés, se traza un radio y se genera un tridngulo
rectangulo.

Aplicamos el Teorema de Pitdgoras y despejamos r.
4247 =52
16+7r% =25
=9
r=3
Ahora calculamos el drea del espejo del agua para h= 1 pie.
A =1(3)?
A =28.27 pies®

Respuesta:
El 4rea del espejo de agua es de 28.27 pies?
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3. Se inscribe un cilindro de altura 4 cm y radio r, en una semiesfera que tiene 7 cm de radio.
Determinar el volumen dentro de la semiesfera y fuera del cilindro.

Solucion:

En la figura se muestra un cilindro inscrito en una semiesfera.

Por medio de un corte trasversal representamos una situacién equivalente en el plano, que
muestra un rectdngulo inscrito en un semicirculo, en la cual se traza un radio del centro al
punto de interseccion para formar un triangulo rectdngulo.

Aplicamos el teorema de Pitdgoras y despejamos el radio del cilindro:
2442 =72
r?=49—-16=33
r=>5.74

El volumen que buscamos esta dado por:

V:Vse_Vcil

1(4 2
V= 5 gﬂ:re — Tcrcill’lci[

2
V= g7r(7)3 —m(33)(4)
V =718.38 —414.69
V =303.69

Respuesta:

El volumen dentro de la semiesfera y fuera del cilindro es de 303.69 cm?.
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4. Una cdpsula de un medicamento tiene una parte cilindrica con dos semiesferas en los extre-
mos. Si la parte cilindrica mide 1.1cm de largo y el didmetro es de 0.42 cm determinar el
volumen de la cépsula.

Solucion:

En la figura se muestra la situacion planteada.

=
1.1
I‘;._\_ " ___.-";I
0.42

El volumen de la c4psula equivale al volumen de la parte cilindrica mas el volumen de dos
semiesferas del mismo radio que el cilindro. Esto lo podemos expresar asi.

V=Vu+ Vesfem
4
V= J'Crzh + gﬂ'l’j

0.42 021
F—T— o

4
V =m(0.21)(1.1) + g7r(0.21)3
V =0.15+0.039
V =0.189 cm®

Respuesta:
La cépsula tiene un volumen de 0.189 ¢m?

5. El 4rea total de una pirdmide con base cuadrada es de 147 cm?. Si la arista de la base mide lo
mismo que la altura de las caras triangulares inclinadas, determinar la longitud del lado del
cuadrado de la base y la altura de la pirdmide.

Solucion:

En la siguiente figura identificamos la longitud del cuadrado de la base y la altura de la cara
triangular inclinada, como a.
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El area total de la pirdmide esta formada por el cuadrado de la base y cuatro tridngulos
isésceles como se representa en la siguiente figura.

A=Ap+4Ar

1
147 = a? +4(§a*a)

147 = a® + 24>
147 = 34>
49 = ¢

Asi, el 4rea de la base mide 49 cm?, entonces a = 7. La altura de la pirdmide es perpendi-

a 7
cular a la base en el centro, ubicado a una distancia de 2=5= 3.5. Se forma el tridngulo
rectangulo que se muestra. Aplicamos el teorema de Pitdgoras y despejamos h.
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h*+3.52 =49
h=+v49—12.25
h=6.06cm

Respuesta:
La altura de la pirdmide es de 6.06 cm y el lado de su vase es de es 7 cm.

6. Un depdsito de agua tiene 2 metros de largo y una seccion transversal con la forma de un
tridngulo is6sceles con las medidas que se muestran. Determinar la capacidad del depésito y
el volumen de agua cuando la altura es de 0.5 m.

0.5m S '

Solucion:

La exresion para calcular la capadidad del tanque corresponde al volumen de un prisma
triangular.

V=h

Como el tridngulo es equilatero calculamos / asi.

1 2
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Sustituimos & y obtenemos que.

V= =0.87m?

|G

Para calcular el volumen de agua en el deédsito cuando ~ = 0.5, aplicamos semejanza de
triangulos para determinar b.

1
[ \ ll ,_h "
ns7 N/ N\ / los
S N
v Li +
* W
1 0.87éb7 0.5 07
b 05 087
V, = 1bhl
)

V, = ;(0.27)(0.5)(2) =0.135 m3

Respuesta:
El volumen de agua es de 0.135 m>.

7.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Determinar el volumen del recipiente formado por dos conos, como se muestra en la figura.

R/ El volumen es 1231.5 pulgadas®

2. Se inscribe un cilindro de altura 7 cm y radio r, en una esfera cuyo radio mide 6 cm. Determi-
nar el volumen fuera del cilindro y dentro de la esfera.
R/ El volumen es 382.49 cm?
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3. Una esfera cuyo radio mide 6.81 pulgadas se inscribe en un cilindro. Determinar el volumen
dentro del cilindro y fuera de la esfera.
R/ El volumen es 661.45 pulgadas®

4. En la figura que se muestra, la base es cuadrada con diagonal d. Las caras laterales miden
cada una 20 ¢m?, con una altura que triplica a la diagonal de la base. Determine el 4rea de la
base cuadrada.

3d

R/ El area es de 4.72 cm?

5. Determinar el volumen de una caja con forma de prisma hexagonal con lado de 13 cm y
altura 15 cm.
R/ El volumen es de 6,587.10 cm?

6. Un depésito de 3m de largo tienen seccidn transversal con forma de trapecio isésceles de
1.2m de altura y bases de 4m y 2m. Determinar la capacidad del depdsito y el drea del espejo
del agua a una altura de 0.8m.

R/ La capacidad es de 10.8 m° y el drea es de 10.02 cm?
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