| Facultad de Ingenieria ' I " I .

Univarsidad de San Carlos de Guatemala

Adminkabracian 20158-2023 Usicled dit Migderid cotider p Masagperienl i lsesijjnim
Farnusisd the-ngemieria - USAL

Preparate para estudiar Ingenieria
Fasciculo I: Aritmeética
- Mtra. Inga. Mayra Virginia Carvajal Castillo







UNIVERSIDAD DE SAN CARLOS DE GUATEMALA

FACULTAD DE INGENIERIA

ESCUELA DE CIENCIAS

UNIDAD DE MODELACION MATEMATICA E INVESTIGACION

Preparate para estudiar Ingenieria
Fasciculo I: Aritmética

Mtra. Inga. Mayra Virginia Carvajal Castillo

Revisado por:
Dra. Mayra Virginia Castillo Montes
Lic. William Adolfo Polanco Anzueto

Diagramacion y estilo:
Br. Eugenio Miguel Polanco Sotoj

Guatemala, Noviembre de 2021






UNIVERSIDAD DE SAN CARLOS DE GUATEMALA
FACULTAD DE INGENIERIA

JUNTA DIRECTIVA
DECANA Inga. Aurelia Anabela Cérdoba Estrada
VOCAL I Ing. José Francisco Gémez Rivera
VOCAL II Ing. Mario Renato Escobedo Martinez

VOCAL III Ing. José Milton de Leén Bran
VOCAL IV Br. Kevin Vladimir Cruz Lorente
VOCAL V Br. Fernando José Paz Gonzalez
SECRETARIO Ing Hugo Humberto Rivera Pérez.

DIRECTORA ESCUELA DE CIENCIAS Inga. Soraya Martinez
COORDINADORA UMMI Dra. Mayra Castillo






Presentacion

NUmeros naturales

2.1 Operaciones ariméticas y sus propiedades 11
2. 1.1  Hercicios resueltos . . . .. o 13
2.1.2 Ejercicios propuestos para autoevaluacion .. ... 17
2.2 Mdltiplos y divisores 17
2.2.1  HerciCios resueltos . . . ... o 18
2.2.2 Ejercicios propuestos para autoevaluacion .. ... 26
2.3 Resoluciéon de problemas 26
2.3.1 Hercicios resueltos . . . ... 26
2.3.2 Ejercicios propuestos para autoevaluacion .. ... ... e 31

NUmeros enteros

3.1 Operaciones con nimeros enteros y sus propiedades 34
3.1.1  Ejercicios resueltos . . .. .. . e 39
3.1.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacién . ........... ... ... ... ... 43
3.2 Resolucion de problemas 43
3.2.1 Ejercicios resueltos . . ... o 43
3.2.2 Ejercicios propuestos para autoeviaucion . ......... .. oo .. 50

NUmeros racionales

4.1 Operaciones y simplificacion de nimeros racionales 53

4.1.1  EBercicios resueltos . . .. ot 57
4.1.2 Ejercicios Propuestos para autoevaluacion . ............ ..., 65



4.2

421
422

5.1
5.1.1
5.1.2
5.2

5.2.1
522

6.1

6.1.1
6.1.2

Resolucion de problemas

Ejercicios resueltos . .. .. o
EJjercicios propuestos . . . .. .

NUmeros reales

Operaciones con nimeros reales

Ejercicios resueltos . . .. .. ..
Ejercicios propuestos para la autoevaluacion ............ ... ... .. ...,
Resolucién de problemas

Ejercicios resueltos . . .. .. ..
Ejercicios propuestos para la autoevaluacion . ........... ... ... .. ...

Numeros complejos

Operaciones con nimeros complejos

Ejercicios resueltos . . . ... .
Ejercicios propuestos para autoevaluacion ........... ... ... . . . o

Bibliografia

66

66
72

77
79
83
84

84
87



La Decanatura de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de San Carlos de Guatemala, se
proyecta hacia la sociedad guatemalteca por medio de la generacién de materiales de apoyo para
el aprendizaje auténomo de las bases matematicas que se requieren para estudiar una carrera de
ingenieria o dreas afines.

Por ello, con base en resultados de estudios realizados a partir de 2019, la Unidad de Modelacién
Matematica e Investigacion de la Escuela de Ciencias, elabor6 siete fasciculos que abarcan la
temadtica considerada esencial para iniciar con éxito estudios de ingenierfa. Con mucho agrado se
pone a disposicion de los interesados el documento titulado

Prepdrate para estudiar Ingenieria
Fasciculo 1: Aritmética

Dicho documento contiene ejercicios resueltos y propuestos para la autoevaluacion, que han sido
tomados o adaptados de libros cuyas referencias se incluyen. Los propdsitos son exclusivamente
académicos y solo pretenden apoyar a los interesados en iniciar estudios superiores relacionados
con la ingenierfa y 4reas afines, por lo que su divulgacion no estd relacionada con ninguna actividad
lucrativa que perjudique los derechos de autor de la bibliografia consultada.

Por ser la primera version del documento, el mismo no estd exento de errores de digitalizacién, por
lo que, durante la fase de validacién con docentes y estudiantes, se documentardn las correcciones
necesarias, para lo cual se recibird comunicacién en el correo: ummi@ingenieria.usac.edu.gt

Esperamos que estos aportes contribuyan a mejorar la formacién matemética preuniversitaria de
jovenes guatemaltecos.

Inga. Aurelia Anabela Cordova Estrada
Decana de la Facultad de Ingenieria
Universidad de San Carlos de Guatemala






Muchas actividades que realiza el ser humano, requieren determinar cantidades de objetos o ele-
mentos, es decir, en la vida cotidiana es necesario contar objetos y representar cantidades. Para ello
se utilizan los Nimeros Naturales.

Muchos autores de libros de texto indican que el primer elemento de los nimeros naturales es el 1.
Sin embargo, dado que puede ocurrir que en ciertas situaciones no existan elementos, se considera
conveniente aceptar que el 0 es un nimero natural, que representa la ausencia de cantidad, lo cual
es un aporte de dos grandes civilizaciones: la hindd y la maya.

Entonces, se puede expresar que: N={0,1,2,3,4......... }

Una razén préctica para justificar que los naturales incluyen al cero, surge en conteos elementales:
1,2,3,4,5,6,7,8,9. {Qué nimero es el siguiente en el conteo? Sin duda la respuesta inmediata
es: 10. Ahora, en el sistema de numeracion de base 10, eso quiere decir: 1 decena y 0 unidades,
lo que significa que se ha completado un grupo de 10 objetos (decena) y no hay unidades adicionales.

Otra ventaja que ofrece considerar al cero como un nimero natural es que permite representar otras
situaciones sencillas, por ejemplo: si alguien tiene Q15.00 y gasta Q15.00, ;Cuénto le queda? La
respuesta es inmediata: nada. Esto se representa con el nimero cero.

Pero lo més interesante es lo siguiente: 1 —1=0,2-2=0, 10 - 10 =0 y en general, x — x = () para
cualquier niimero natural x.

Ahora, veamos otras situaciones: 5 + 0 =15, 110 + 0 = 110, 500 + 0 = 500. Se observa que, si a
distintos nimeros naturales se le suma 0, la cantidad no cambia. Esta es una importante propiedad
de la suma de niimeros naturales, conocida como existencia de elemento neutro.

Las caracteristicas de los niimeros naturales, se comprenden a partir de “verdades generales” evi-
dentes que se aceptan sin demostracién, conocidos como Postulados de Peano:
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a) 0 eN.

b) Todo niimero natural n, tiene un sucesor que pertenece a N, se denota por n+ 1.

¢) 0no es sucesor de ninglin otro nimero natural.

d) Dos nimeros naturales diferentes, tienen sucesores diferentes.

e) El conjunto de nimeros naturales es ordenado.
Lo expresado anteriormente se basa en considerar al cero como el primer ndmero natural y que
todo nimero natural tiene un sucesor que es una unidad mayor; asi se indica que siempre es posible
representar el siguiente elemento del conjunto, por lo que se dice que este conjunto es infinito, pues
la tendencia es a crecer de forma indefinida, se denota por oo.

Como ejemplo sencillo se tiene que: 0 < 1 < 2, entonces 2 es sucesor de 1, 1 es sucesor de 0.
También se puede decir, 0 es antecesor de 1, y 1 es antecesor de 2 y asi sucesivamente, esto se
entiende como un orden en todo el conjunto de los nimeros naturales.

A los nimeros naturales se les puede caracterizar por nimeros pares e impares. Los nimeros pares
se generan al multiplicar por 2 los nimeros naturales, por lo cual pueden representarse como 2n, si
n representa un nimero natural. Es facil de observar que al ordenar los nimeros naturales se tiene
que el sucesor de un nimero par es impar, a la vez el sucesor de un impar es par; eso se resume
diciendo que, si se conoce un nimero par 2n, el sucesor es impar y tiene la forma 2n + 1.

También resulta importante establecer que entre dos niimeros pares (o0 impares) consecutivos hay
dos unidades de diferencia: por ejemplo 12 y 14 son pares consecutivos y 14 — 12 = 2; lo mismo
ocurre por ejemplo con 33 y 35 que son impares consecutivos y la diferencia entre ellos es 2. Esto
constituye la base conceptual que permitird posteriormente representar situaciones como: la suma
de varios nimeros pares consecutivos o bien, de nimeros impares consecutivos, como se indica a
continuacion para 3 pares y 3 impares:

Cn)+(2n+2)+(2n+2+2)=6n+6

Cn+1D)+(2n+1+2)+(2n+1+2+2)=6n+9
Mas atin, si se conoce que la suma de tres nimeros pares es 72, podemos escribir

6n+6=72
6bn+6=66+6
6n = 66

Se trata de encontrar el nimero n que multiplicado por 6, sea 66. Los factores de 66 son: 66 x
1,33 x 2,22 x 3, 11 x 6. De esta forma se establece que n = 11. Por lo tanto, lo nimeros pares
consecutivos que se buscan son:

2n=2(11)=22
2n+2=2(11)+2=24
2n+2+2=2(11)+2+2 =26

Se propone como reto: si 2n representa un nimero par y 2n+ 1 representa un nimero impar,
establecer una expresion para el resultado de las siguientes operaciones.
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a Suma de dos niimeros pares. Suma de dos nimeros impares. Suma de un nimero par con un
ndmero impar.

b Producto de dos ndmeros pares. Producto de dos nimeros impares. Producto de un niimero
par y un nimero impar.

Operaciones ariméticas y sus propiedades

Las operaciones aritméticas bésicas se estudian como procesos inversos: adicién y sustraccion,
multiplicacién y divisidn, potenciacién y radicacion. Las nociones elementales indican que sumar
es agregar mientras que restar es quitar; asi mismo multiplicar es una suma abreviada mientras que
dividir es una resta abreviada. La potenciacion se relaciona con el producto de un nimero varias
veces, mientras que la radicacién se relaciona con calcular el nimero que se elevé a determinada

potencia.

Adicién
.. El resultado de la suma de varios niimeros naturales es unico. En notacién
Unicidad . .
simbdlica: Sim+n =S y m+n = S,, entoncesS; = S,
Al sumar nimeros naturales, el resultado es un nimero natural. En
Cerradura e .
notacién simbdlica: Va,b € N,a+b € N
. Al cambiar el orden de dos sumandos, el resultado es el mismo. En
Conmutatividad R
notacién simbolica: Va,b e Nja+b=b+a
o Si se agrupan mds de dos sumandos de distinta forma, el resultado es el
Asociatividad

mismo. En notacién simbélica: Va,b,c € N, (a+b)+c=a+ (b+c¢)

Existencia de ele-
mento neutro

Si a cualquier nimero natural se le suma 0, el nimero no cambia. En
notacién simbdlica: Va e Nya+0=0+a=a

Si la suma de un nimero natural a con un ndmero » equivale a la suma de

Cancelacion otro nimero b con n, entonces al cancelar n, resulta que a y b son iguales.
En notacién simbdlica: Va,b € N,si a+n = b+ n entonces a = b
Multiplicacion
El resultado de la multiplicacién de nimeros naturales es tnico. En
Unicidad notacién simbdlica:
Simxn=P ymxn=pP,entoncesP| = P,
Al multiplicar nimeros naturales, el resultado es un nimero natural. En
Cerradura .
notacién simbdlica: Va,b € Nja x b € N
.. Al cambiar el orden de dos factores, el resultado es el mismo. En notacion
Conmutatividad A
simbdlica: Va,b e Njaxb=bxa
o Si se agrupan mds de dos factores de distinta forma, el resultado es el
Asociatividad

mismo. En notacién simbdlica: Va,b,c € N, (a xb) x c=a x (b x c)

Existencia de ele-
mento neutro

Si cualquier nimero natural se multiplica por 1, el niimero no cambia.
En notacién simbdlica: Va e Njax 1 =1 xa=a

Cancelacion

Si el producto de un nimero natural a por un nimero n equivale al
producto de otro nimero b por n, entonces a y b son iguales, o n= 0. En
notacién simbdlica: Va,b € N,siaxn=>b xnentoncesa=bVn=0

Distributividad so-
bre la suma

En notacién simbdlica: Va,b,c € Nyax (b+c) =axb+axc




12

Capitulo 2. NGmeros naturales

Es importante notar que, las operaciones de sustraccién y division no satisfacen la propiedad de
cerradura en forma general: por ejemplo, si se efectia 20 — 8 el resultado es 12, que es otro niimero
natural. Pero si se realiza 5 — 12, el resultado no pertenece a los nimeros naturales.

Un comportamiento similar ocurre con la divisioén: por ejemplo si se efectiia 20 <-4 = 5, pero si se
realiza 4 = 3 el resultado no es un nimero natural.

Propiedades de la Potenciacion

El resultado de la potenciacién de un nimero natural es inico

Unicidad . .

Ej. 2° = 32 siempre

Al elevar un nimero natural diferente de cero, a una potencia natural, el
Cerradura resultado es un nimero natural.En notacién simbdlica: Va,m € N,a #

0,a" € N

Distributividad sobre la
multiplicacién

En notacién simbdlica: Va,b,c € N, (ax b x c)" =a" x b" x "

Producto de potencias de
igual base

Para multiplicar potencias de igual base, se eleva la base comin a la suma

de los exponentes. En notacidn simbdlica: Va # 0,m,n € N,a™ x a" =
m-+n
a

Potencia de una potencia

Para elevar una potencia de un nimero natural a otra potencia, se eleva la
base al producto de los exponentes.En notacion simbélica: Va £ 0,m,n €
N7 (am)n — amxn

Las propiedades de la radicacion se estudiaran en las proximas secciones, pero es conveniente tener
presente dos aspectos importantes:

a La raiz de cualquier indice de un producto de factores equivale al producto de las raices del
mismo indice de todos los factores:

Vaxbxc=/ax\/bx/c,axbxc>0Sines par

b La propiedad anterior no aplica si se trata de la raiz de una suma o una diferencia, es decir:

Va+b+c# Va+b+/c

Jerarquia de las operaciones

Para la realizacién de operaciones combinadas es importante considerar el orden de operacién, pues
de lo contrario se obtienen diferentes resultados.

Las operaciones aritméticas con nimeros naturales se estudian en tres niveles de orden jerarquico:
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Ese orden jerarquico indica las que se realizan primero,si no aparecen signos de agrupacion
como paréntesis, corchetes o llaves. Si aparecen operaciones de la misma jerarquia o nivel, se
efectian en el orden en que se presentan, por ejemplo: 100 +4 x 2+ 3 = 53. Ahora bien, si hay
signos de agrupacidn, se realizan desde el interior hacia el exterior de las agrupaciones, por ejemplo:
100+ (5%x2)4+4=100=(10)+4=10+4=14

La jerarquia descrita es un convenio establecido a partir de la Iégica de las situaciones que repre-
sentan las operaciones que se plantean, como ejemplo, se analiza una actividad cotidiana.

Una persona paga con un billete de Q 100.00 una compra de 3 paquetes de galletas de Q 10.00 cada
uno, dos litros de refresco de Q 8.00 cada uno y una bolsa de chocolates de Q15.00. Se quedé con
la tercera parte del cambio guardé el resto en su caja de ahorros. ;Cuanto dinero ahorré?

Es necesario determinar cudnto gast6: 3(10) + 2(8) + 15. Para obtener el total se realizan los
productos primero y luego se efectian las sumas. Para calcular el cambio que le dan al pagar con
un billete de Q100.00, se escribe: 100 —[3(10) + 2(8) + 15]. Finalmente, para calcular la tercera
parte, se escribe:

{100 —[3(10) +2(8) + 15]} +3 = {100— [30+ 16+ 15]} +3 = {100 — [61]} +3 =39 =3 = 13.
Es decir, se queda con Q 13.00 y guarda en su caja de ahorro Q 26.00

Ejercicios resueltos

1. Simplifique la siguiente expresion utilizando la jerarquia de operaciones.
8+[9—{6—-(5-4)}|+14—{11-[7—(3-2)]}
Solucién:

Se identifican cuatro cantidades, dos necesitan simplificarse, por lo que se opera desde el interior
hacia el exterior, efectuando operaciones indicadas en los paréntesis, corchetes y llaves.

Aplicando la jerarquia de las operaciones empezaremos por los paréntesis:

8+9—{6—(1)}]+14—{11—-[7— (D]}

Seguimos operando de adentro hacia afuera:
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8+[9—{5}]+14—{11—[6]}
Se eliminan los corchetes y llaves innecesarios
8+[9-5]+14—{11-6}

Operamos nuevamente dentro de las llaves y los corchetes

8+ [4] + 14 — {5}
Eliminando los corchetes y llaves ahora innecesarios.
8+4+14-5

Finalmente, reducimos la expresion resultante.
8+4+14-5=21
Respuesta:
La expresion simplificada da como resultado 21.
2. Simplifique la siguiente expresion
300-3(5—-2)+(6+1)(9—-3)+4(8+1)
Solucién:

Se identifican 4 cantidades, tres de las cuales deben simplificarse. Operaremos desde el interior
hacia el exterior. Empezamos por el interior de los paréntesis.

300—-3(3)+(7)(6) +4(9)
Siguiendo la jerarquia de las operaciones, realizamos primero las multiplicaciones.

300—-9+42+36

Finalmente, terminamos de simplificar la expresion:
300—-9+442436 =369

Respuesta:

La expresion simplificada da como resultado 369.

3. Simplifique la siguiente expresion

(32—16—8) =8+ 16-4x2+ 16+ (4x2)
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Solucion:

Se identifican 3 cantidades, todas ellas necesitan simplificarse. Empezaremos desde el interior
hacia el exterior. Luego aplicaremos la jerarquia de las operaciones. Empezamos entonces por los
paréntesis.

(8) +8+16+4%2+16-+(8)

Ahora por su mayor jerarquia realizamos las divisiones.

14+4%242

Siguiendo la jerarquia de las operaciones, continuamos con la multiplicacién.

1+8+2

Finalmente, realizamos las sumas

1+8+42=11
Respuesta:
La expresion simplificada da como resultado 11.

4. Simplifique la siguiente expresién

500—{(6—1)8=4%3+16=(6+2)}—5

Solucion:

Se identifican 3 cantididades, una de ellas necesita simplificarse. Empezaremos desde el interior
hacia el exterior. Luego aplicaremos la jerarquia de las operaciones. Empezamos por los paréntesis.

500 {(5)8 +4%3 416+ (8)} —5

Seguimos con las operaciones que involucran a los paréntesis

500 — {40+ 4%34+2}—5

Ahora, realizamos la division

500— {10342} —5
Por la jerarquia realizamos la multiplicacién
500 —-{30+2} -5

Ahora realizamos la suma dentro de las llaves
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500— {32} -5

Finalmente, simplificamos las cantidades resultantes.

500 -32—-5=463

Respuesta:

La simplificacién de la expresién da como reusltado 463.

5. Simplifique la siguiente expresion

40 +-5%x5+6+-2%x3+4—-5%x2-+-10

Solucion:

Como podemos observar, en la expresion no aparece ningin signo de agrupacién, por lo mismo el
orden de operacién estd dado por la jerarquia de las operaciones. Tendran prioridad entonces la
divisién y la multiplicacién.

En el caso en que se tengan multiplicaciones y divisiones juntas se realizard la operacién en el
orden en que aparecen,por tener la misma jerarquia.

8%5+3%x34+4—-10=+10
Seguimos con las multiplicaciones y divisiones.
40+9+4-1
Finalmente, terminamos de simplificar sumando y restando.
40494+4-1=52

Respuesta:
La simplificacién de la expresién da como resultado 52.

6. Simplifique la siguiente expresion

324/36 4 (6 -+ 3 +2)2[(35 —7) = 14]

Solucion:

Se identifican dos expresiones, ambas necesitan ser simplificadas. Empezaremos desde el interior
hacia el exterior siguiendo la jerarquia de las operaciones.

32V/36 4+ (242)%[(28) = 14]
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Seguimos simplificando dentro de los paréntesis y corchetes, al mismo tiempo operamos la raiz y
la potencia.

956+ (4)*[2]

Multiplicamos y aplicamos las potencias nuevamente:

544 16[2]

54432 =286

Respuesta:

La simplificacién de la expresién da como resultado 86.

Ejercicios propuestos para autoevaluacion
a) 250—[(6+4)—(3—1)+2]+{16—[(8+3) — (12— 10)]} R/ 247
b) 500+6(3+1)+(8—5)3—2(5+4) R/ 515
©) (9+3)5—-2+(3-2)+(8%6)~4+-2+5R/ 69
d) 9+5—-4+3—-84+5%x3—-20+-4+x3R/5
e) 3(5)2+4(3)% + (6 +2%5)2 — /49 R/ 401
f) 20— 1054 (7—4)2(15-10+2)+ 72+ 18 x4 R/ 124

Muiltiplos y divisores

Los multiplos de un ndmero se generan al multiplicar los nimeros naturales por dicho niimero.
Dado
N={0,1,2,34......... }, se construyen como ejemplos los miltiplos de 2, 3 y 4.

» Multiplos de 2 o ndmeros pares: M(2) ={0,2,4,6,8,10,12,......... }

= Miltiplos de 3: M(3) = {0,3,6,9,12,15,18,......... }

= Multiplos de 4: M(4) = {0,4,8,12,16,20,24......... }
Un proceso para obtener los miltiplos comunes diferentes de cero, es identificar la interseccién
de los multiplos de cada uno de los nimeros que interesan. Por ejemplo los miltiplos comunes
diferentes de cero de 2 y 3 son: M(2)\M(3) ={6,12,18,......... } El minimo de los miiltiplos
comunes (mcm) es 6.

Una regla practica para encontrar el minimo comiin miltiplo de varios nimeros, se basa en des-
componerlos por separado en sus factores primos, luego se multiplican los factores comunes
y no comunes, con el mayor exponente que presenten. Una alternativa, es descomponerlos en
factores primos de forma conjunta, dejando invariante el nimero si no comparte un factor primo en
particular. El proceso concluye hasta que todos los nimeros se descompongan en la unidad.

Los divisores de un nimero natural son niimeros naturales que al dividirlo se obtiene un residuo
cero, por lo que se dice que la division es exacta. Los niimeros naturales que son primos, solo son
divisibles por ellos mismos y la unidad. Algunos ejemplos son: 2, 3, 5, 7, 13, 19. Puede listar 10
nimeros primos mas.
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Como ejemplos, los divisores de 12 son aquellos nimeros naturales que al dividir 12 entre ellos, el
residuo es cero: 12, 1, 6, 2, 3, 4. Los divisores de 20 son: 20, 1, 10, 2, 5, 4.

Los divisores comunes de 12 y 20, son: 1, 2, 4. El valor médximo de los divisores comunes es 4. Por
lo que se puede afirmar que el Maximo comiin divisor ( MCD) es 4.

Una regla préctica consiste en descomponer por separado los ndmeros en sus factores primos. El
MCD se calcula por medio de la multiplicacién de los factores primos comunes con su menor
exponente. También este procedimiento, tiene una forma alternativa: se extraen de forma conjunta
solamente los factores primos comunes a todos, luego se multiplican dichos factores.

Algunos principios de divisibilidad

a) Siun ndmero es divisor de varios nimeros, entonces también es divisor de la suma.
Ej. 3 es divisor de 15, de 24 y 27, entonces es divisor de 66 = 15 + 24 +27

b) Si un nimero es divisor de dos nimeros, también es divisor de su diferencia. Ej. 4 es divisor
de 40 y de 24, entonces es divisor de 16 =40 — 24

¢) Si un ndmero es divisor de otro nimero, también es divisor de sus multiplos. Ej. 5 es divisor
de 20, entonces es divisor de 40, 60, 80, 400, etc.

d) Si un nimero divide a otro, entonces divide a sus potencias. Ej. 2 es divisor 10, entonces es
divisor de 107, 10%, 105, etc.

Ejercicios resueltos
1. Hallar el minimo comuin miltiplo de 32, 48 y 108

Solucion:

Para poder encontrar el minimo comin multiplo de los tres nimeros, primero debemos descomponer
cada uno en sus factores primos.

3212 48 | 2 108 | 2
16 | 2 24 | 2 54 | 2
8 |2 12 | 2 27 |3
4 |2 6 |2 9 |3
2 |2 313 3 13
1 1 1

Se expresa cada nimero como producto de sus factores:
32=2%2%x242%2=12°
48 =2x2x2%2%3=2%x3!
108 =2%2%3%3%3 =22%33

El minimo comuin maltiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

mem(32,48,108) = 25 % 3% = 32527 = 864

Respuesta:

El minimo comin multiplo de 32, 48 y 108 es 864.
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2. Hallar el minimo comun multiplo de 15, 16, 48, 150

Solucién:

Para poder encontrar el minimo comtin multiplo de los cuatro nimeros primero debemos descom-
poner cada uno en sus factores primos.

153 16 | 2 48 | 2 150 | 2
5 8 |2 24 | 2 75 |3
1 4 |2 12 | 2 25 |5
2 |2 6 |2 5 |5
1 313 1
1

Se expresa cada nimero como producto de sus factores:
15=3"%5! =3%5
16 =2%2%2%2=2*
48 =2%2%2%2%3 =243l
150 =23 %55 =2 %31 x52

El minimo comuin multiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

mem(15,16,48,150) = 2% x 31 %52 = 16 %3 %25 = 1200

Otra opcion es realizar la descomposicidn de los nimeros en sus factores primos de forma simulta-
nea; hasta que todos sean uno. Si el factor no aplica a algtin nimero se deja igual.

15 16 48 150 | 2
15 8 24 75 |2
15 12 75 |2
15 2 6 75 |2
15 1 3 753
5 1 25 |5
1 5 |5
1

El minimo comin multiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

mem(15,16,48,150) = 2% 3! %52 = 16+ 3% 25 = 1200

Respuesta:
El minimo comin multiplo de 15,16,48 y 150 es 1200.
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3. Hallar el maximo comiin divisor de 425, 800 y 950
Solucion:

Para encontrar el minimo comun multiplo de los tres nimeros podemos descomponer en factores
primos por separado cada nimero

425 | 5 800 | 2 950 | 2
8 | 5 400 | 2 4751 5
17 | 17 200 | 2 95 | 5
1 100 | 2 19 | 19

50 | 2 1

25 |5

5 |5

1

Se expresa cada nimero como producto de sus factores:
425 =5x5%17=5%%17
800 =2%2%2%2%2%5%5=27%52
950 =2%5%5%19 =2%5%%19

El factor comin es 52 = 25, .

El MCD(425,800,950) =25
Otra manera de encontrar el MCD es por medio de los factores primos calculados simultdneamente.
Dado que los tres nimeros no son divisibles entre 2, 3 y 4 tendremos lo siguiente

425 800 950 | 5
8 160 190 | 5
17 32 28

No hay maés factores comtines pues 17 es primo. Por lo que el MCD ser4 el siguiente:
MCD(425,800,950) = 55 =52 =25

Respuesta:

El maximo comun divisor de 425, 800 y 950 es 25.

4. Hallar el maximo comun divisor de 120, 40, 88, 160

Solucion:

Para poder encontrar el minimo comun multiplo de los tres nimeros, primero debemos descompo-
ner cada uno en sus factores primos.
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120 | 2 40 | 2 88 | 2 160 | 2

60 | 2 20 | 2 44 | 2 80 | 2

30 | 2 10 | 2 22| 2 40 | 2

15 |3 5 11 | 11 20 | 2

515 1 1 10 | 2

1 5 |5
1

Se expresa cada nimero como producto de sus factores:

120 =2x2%2%3%5=23%3%5
40 =2%2%2%5=23%5
88 =2x%2%2x11=23x11
160 =2%2%2%2%2%5=2%5
Hay que notar que el tnico factor comun primo es 2 por lo que el mdximo comiin divisor es:
MCD(120,40,88,160) =23 =8

La técnica resumida se aplicard de forma conjunta, encontrando solamente los factores primos en
comdun.

120 40 88 160
60 20 44 80
30 10 22 40
15 5 11 20

[\SJ \S I N \S]

Dado que no tienen mds factores primos comunes el maximo comin denominador es 2° = 8
Respuesta:
El maximo comun divisor de 120, 40, 88 y 160 es 8.

5. Tres aviones salen de la misma ciudad; el primero cada 8 dias, el segundo cada 10 dias y el
tercero cada 20 dias. ;En cuanto tiempo coincidirdn los tres aviones en salir de la misma ciudad?

Solucién:
Hay que encontrar el minimo comtin multiplo:
Avién 1: 8, 16, 24, 32,40, 48

Avién 2: 10, 20, 30, 40, 50, 60
Avién 3: 20, 40, 60, 80, 100

Se puede obervar que coincidirdn de nueco en salir de la misma ciudad en cuarenta dias. Otra forma
de encontrar el mcm es por medio de los factores primos de las tres cantidades.
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8 10 20 |2

4 5 102

2 5 5|2

1 5 5|5
1 1

El minimo comuin multiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

mem(8,10,20) =242%2x5=23%5=8x5=40

Respuesta:
Los tres aviones vuelven a coincidir en su salida de la misma ciudad después de 40 dias.

6. Si las flores de una canasta se venden por docena sobraria una flor, lo mismo pasaria si se
vendieran ramos con docena y media o con dos docenas. Si hay menos de 80 flores, ;cudntas flores
hay en la canasta?

Solucion:

El minimo de flores es un multiplo comin de 12, 18 y 24, pero aumentado en 1, para que se cumpla
la condicién de que sobre una flor. Por lo tanto debemos hallar el mem de 12, 18 y 24

12 18 24| 2

6 9 122

39 6|2

39 313

1 3 1|3
1

El minimo comuin maltiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

mem(12,18,24) =2%2%2%3%3=23%32=8%9="72

Entonces en total hay 72 +1 =73 flores.
Respuesta:
En la canasta habian 73 flores.

7. Si un grupo de alumnos se divide en dos secciones, sobra uno, lo mismo sucede si se forman 2, 3,
4,5 o 6 secciones. Al fin, al distribuirlos en 7 secciones no sobra ninguno. ;Cuantos alumnos hay
en todo el grupo si se sabe que no superan los 3107
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Solucion:

Como al dividir el grupo en 2, 3, 4, 5 o 6 secciones sobra 1, sabemos que no es miltiplo de estos
nimeros, pero hay que encontrar el minimo comiin mdltiplo para identificar otros multiplos a los
que se pueda sumar 1. Encontramos entonces el minimo comuin multiplo

2
1

—_ L W W
—_ N

—_— L L N N
— W W A
N W NN

El minimo comin multiplo es el producto de factores comunes y no comunes con su mayor
exponente:

m.c.m.(2,3,4,5,6) =2%2%3%5=22%3%5=4%3%5=60

Abhora escribimos los multiplos de 60 menores a 310

60 120 180 240 300

Para garantizar que sobre 1 al dividir por 2, 3,4 5 o 6, sumamos una unidad a cada niimero.

61 121 181 241 301

Solo falta establecer cudl de los 5 nimeros es multiplo de 7, es decir, que al dividir entre 7, el
residuo sea 0.

61 +7 Residuo 5
121 +-7 Residuo 2
181 =7 Residuo 6
241 +7 Residuo 3
301 =7 Residuo 0

El niimero que buscamos es entonces 301.

Respuesta:

El grupo estd compuesto por 301 estudiantes.

8. Hallar dos niimeros cuyo producto es 120 y su suma es 23

Solucion:

Decomponemos 120 en factores primos y luego analizamos para cudles de ellos se cumple que la
suma es 23.
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120

(9%}
(@)
DN W NN

Asi, tenemos lo siguiente:

120 =2%2%2%3%5=23%3%5

120 se puede expresar como:

60 x 2
30x 4
15x8
5x24

De estos, los que cumplen con tener una suma igual a 23 son 15 y 8.
Respuesta:

Los dos nimeros buscados son 15 y 8.

9.Dos rollos de alambre para la conduccion eléctrica de 36 y 48 metros de longitud se quieren
dividir en pedazos de igual longitud del mayor tamafio posile. ;Cudntos fragmentos se obtendran en
total? ;| De qué tamafio deben cortarse los pedazos para utilizar los dos rollos de alambre completos?

Solucion:

Es necesario determinar, cudl es el la mayor longitud comin que deben tener los fragmentos de
alambre para que no sobre ni falte nada.

Hallamos el mdximo comiin divisor de 48 y 36

48 36 | 2

24 18 | 2
12 9 |3
4 3

No tienen mds factores comunes, asi que el maximo comun divisor de 36 y 48 es:
MCD(36,48) =22%3 =4%3=12

La longitud mayor de los fragmentos es de 12 metros.
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Del rollo de 48 metros se obtendria el siguiente nimero de fragmentos:

48 _
=4

Del rollo de 36 metros se obtendria el siguiente nimero de fragmentos:

En total se obtienen 7 fragmentos de 12m de longitud.
Respuesta:

Se deben cortar fragmentos de 12 metros de longitud para utilizar todo el alambre, obteniendo 7
fragmentos en total.

10. El 4rea de un rectidngulo mide 720m? y su perimetro mide 106m. Si se sabe que sus dimensiones
son ndmeros naturales.Hallar el largo y el ancho.

Solucion:

El drea de un rectdngulo estd dada por la multiplicacién de su largo por su ancho.
A=Ilxa

Sabemos que el drea A = 720m?, entonces debemos hallar dos niimeros cuyo producto sea 720.

Descomponiendo 720 en sus factores primos obtenemos:

720
360
180
90
45
15
5
1

N W W NN NN

720 se puede expresar como:

360 x2 180x4
90 x8 45x16
15x48 5x144
72x10 120x6

Sabemos que el perimetro es de 106 y puede calcularse de la siguiente forma:

P=2l4+2a=2(l+a)
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Por lo tanto, 106 es el doble de la suma del largo y el ancho. La suma del ancho y el largo es
entonces:

106

Ahora buscamos entre los factores previamente encontrados, cudles de ellos suman 63.

Los nimeros que suman 63 son 48 y 15.

Respuesta:

El rectangulo dado tendra dimensiones de 45 metros y 16 metros.

Ejercicios propuestos para autoevaluacion

1.

N> W

10.

Hallar el minimo comun mdltiplo de 18, 24 y 40. R/ 360

Hallar el minimo comun muiltiplo de 14, 28, 30 y 120. R/ 840

Hallar el méximo comiin divisor de 12, 16 y 28. R/4

Hallar el méximo comtin divisor de 80, 40 y 180. R/20

Hallar dos ndmeros naturales cuya diferencia es 12 y su producto es 160. R/20 y 8

Hallar las dimensiones de un rectdngulo que tiene un metro mas de largo que de ancho, y su
4rea es de 756m” R/Las dimensiones son 27m y 28m

Un ciclista tarda 8 minutos en dar una vuelta a una pista, mientras que otro tarda 12 minutos.
Si salen al mismo tiempo, /cudntas veces se encontrararn en la salida durante la hora que
dura el entrenamiento? R/Coinciden 2 veces, a los 24 y a los 48 minutos

. Una cartulina de dimensiones 72cm de largo y 45cm de ancho, se va a cortar en cuadrados

sin desperdiciar material. ;Cudl es la mayor longitud de lado de los cuadrados? R/ El lado
del cuadrado de mayor longitud es 9

Una industria que fabrica jabon detergente, lo coloca en 3 cajas que contienen 1600 libras,
2000 libras y 3392 libras, respectivamente. El jabon contenido en cada caja estd empacado
en bolsas de igual peso, que es el mayor posible. a) ;Cuédnto pesa cada bolsa? b) ;Cudntas
bolsas hay en cada caja y en total? Ra/Cada bolsa pesa 161b; Rb/ Las cajas tienen 100,
125 y 212 bolsas, respectivamente; 437 bolsas en total

Una persona utiliza una aplicacién que permite calcular el nimero de pasos. Para determinar
la mayor longitud posible de sus pasos, realiza tres pruebas, caminando en el mismo tiempo,
650cm. 800 cm y 1000cm. ;Cual es la mayor longitud posible de sus pasos? R/ La mayor
longitud posible de sus pasos es 50cm

Resolucion de problemas

Ejercicios resueltos

1. Si Andrés tuviera Q17 menos, tendria Q18. Si Boris tuviera Q15 mas, tendria Q38. Si Carlos
tuviera Q5 menos, tendria Q10 méds que Andrés y Boris juntos. Si Denis tuviera Q18 menos, tendria
Q9 més que la diferencia entre la suma de lo que tienen Boris y Carlos menos lo de Andrés. ;Cuénto
tienen los 4?

Solucion:
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Lo primero que debemos hacer es trasladar la informacién a su equivalente en operaciones matema-
ticas:

Andres —17 =18
Boris+15 =38
Carlos —5 = 10+ (Andres + Boris)
Denis — 18 = 9+ [(Boris + Carlos) — Andres]

Ahora podemos empezar a simplificar para encontrar la cantidad de dinero que tiene cada uno.
Empezaremos por Andrés:

Andres — 17 =18
Andres = 18+ 17 =135

Con esto encontramos que Andrés tiene Q35, pasamos entonces a analizar la situacién de Boris:

Boris+15 =38
Boris =38—15=23

Ahora que sabemos que Boris tiene Q23, podemos calcular cudnto dinero tiene Carlos:

Carlos —5 = 10+ (Andrs + Boris)
Carlos—5 =10+ (35+23)
Carlos =10+ (35+23)+5=15+(58) =73

Carlos tiene Q73, por lo tanto Denis tendrd lo siguiente:

Denis — 18 = 9+ [(Boris + Carlos) — Andrs]
Denis — 18 =9 +[(23 4 73) — 35]
Denis = 9+ [(23 +73) — 35] + 18 = 27+ [(96) — 35] = 27 + [61] = 88

Encontramos que Denis tiene Q88, finalmente calcularemos cudnto dinero tienen los cuatro.

Total = Andrs + Boris + Carlos + Denis
Total =35+23+73+88 =219

Respuesta:
Entre los cuatro tienen Q219.

2.Un viajero se asoma a la ventanilla de un tren que va a 36 km/h, observa que un tren detenido en
una via adyacente pasa ante él en 12 segundos. ;Cudl serd la longitud de este tren?

Solucion:

Lo primero que debemos hacer es realizar un esquema de la situacion
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36 km/h

ageg o) gy

(?'E“_W-TI'_

i ——— . ———

El tren en movimiento se mueve hacia el tren detenido, al alcanzarlo se tarda 12 segundos en pasar
frente a éste. Podemos calcular la longitud del tren detenido utilizando la velocidad del tren en
moviemiento y el tiempo que le toma pasar frente al mismo.

Es necesario igualar las dimensionales de los datos dado que tenemos una velocidad en km/h y un
tiempo en segundos, para poder compararlas las igualaremos.

_agkm , 1000m , 1h  _
V =365« 1k i = 10m /s

Ahora que tenemos la informacién en las mismas dimensionales procedemos a calcular la longitud
del tren detenido, utilizando la siguiente relacion:

. __ Distancia
Velocidad = Tiempo

Distancia = Velocidad x Tiempo

La distancia o longitud del tren detenido, que recorre el tren en movimiento es:
Distancia = 10m/sx 12s = 120m

Respuesta:

El tren detenido tiene una longitud de 120 metros.

3.El producto de dos nimeros es 7533 y uno de los nimeros es 81. ; En cudnto excede el doble de
la suma de los dos niimeros a la mitad de su diferencia?

Solucion:

Se tienen dos numeros naturales, dado que sabemos que uno de ellos es 81, podemos calcular el
otro utilizando el valor de su producto:

7533 =81 %N,
N, =7533/81 =93

Ahora sabemos que los dos nimeros son 81 y 93, podemos realizar los calculos indicados.

Suma =81+93 =174
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Diferencia =93 —81 =12

La operacion deseada es calcular en cuédnto excede el doble de la suma de los dos nimeros a la
mitad de su diferencia.

Operacion = 2(Suma) — Diferencia

Operacion =2(174) — 12 =348 — 6 = 342

Respuesta:

El doble de la suma de los dos niimeros excede en 342 a la mitad de su diferencia.

4. Un ganadero compra 40 caballos a Q10,000 cada uno y por cada 10 que compra recibe uno de
regalo. En mantenerlos ha gastado Q60,000. Si los vende todos a Q424,800, ;gana o pierde por
cada caballo?

Solucién:
El primer paso es determinar la cantidad total de caballos que adquiri6 el ganadero. Recordemos

que por cada 10 que compra, recibe uno gratis. Dado que compré 40 caballos, el niimero de caballos
extra serd:

El total de caballos de los que el ganadero se hizo cargo fue de 44 caballos. Ahora pasamos a
calcular el costo de los caballos que compré:

Cc = 10,000 x40 = 400,000

El costo de mantener a todos los caballos fue de Q.60,000, por lo que el costo total seré:

Cr = Cc + Cyy = 400,000 + 60,000 = 460,000

Ahora que sabemos que el costo total fue de Q460,000, podemos determinar si se tuvieron ganancias
o pérdidas. La diferencia sera:

D =Cr — G =460,000— 424,800 = 35,200

El ganadero perdié Q35,200 en total, dado que tenia 44 caballos la pérdida por cada uno fue:

Pc =320 =800

Respuesta:

El ganadero perdié un total de Q35,200; Q800 por cada caballo.
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5. La edad de un padre y de su hijo suman 57 afios, si dentro de 12 afios la edad del padre sera el
doble de la edad del hijo, determinar las edades actuales de ambos.

Solucion:

Para resolver el problema empezaremos por realizar un esquema de la situacion.

5T anos
| | |
| Padre | Hijo |
Actual
| Hio | Hijo | Hilo |
] ] Padre |
En 12 anos

También podemos decir que al pasar 12 afios las edades del padre y el hijo serédn:

| | 1 |
|

| Hijo |

| [

| Padre |

Tendremos entonces que en 12 afios, sus edades sumarén lo siguiente:

Edad hijo +12+ Edad Padre +12
Reordenando
Edad hijo + Edad Padre +12+ 12

Se conoce que las edades del padre y el hijo suman 57 afios, podemos reescribir la expresién como:

57+12+12 =281
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Esta sera la suma de las edades en 81 afos. Es decir, dentro de 12 afios, la suma sera tres veces la
edad del hijo, que se calcula asi:

81+-3=27

La edad del hijo en 12 afios serd 27 afios. En la actualidad serfa:

27—-12=15

En la actualidad el hijo tienen 15 afios, con esto podemos calcular la edad del padre:

57T—-15=142

La edad actual del padre es 42 afios.
Respuesta:

En la actualidad el padre tiene 42 afios y el hijo tiene 15 afios.

Ejercicios propuestos para autoevaluacion

1. Un constructor contrata un obrero por 80 dias ofreciéndole Q50.00 por cada dia que trabaje y
Q30.00 por cada dia que a causa de la lluvia, no pueda trabajar. Al cabo de 80 dias el obrero
ha recibido Q3,500.00 ;Cuéntos dias trabajé y cudntos no trabajo?

Respuesta: El obrero trabaj6 55 dias y no trabaj6 25 dias.

2. La suma de la edad de un padre y su hijo es 75 afios y el padre tiene el doble de la edad del
hijo. Determinar ambas edades.

Respuesta: El hijo tiene 25 afios y el padre tiene 50 afios.

3. Si se multiplican dos nimeros el resultado es 782, pero si por error uno de ellos termina en 1
en lugar de 3, el resultado es 714. ;Cudles son los nimeros?
Respuesta: Los niimeros son 23 y 34

4. Hallar dos angulos suplementarios cuyas medidas corresponden a dos nimeros impares
consecutivos.

Respuesta: Los dngulos suplementarios son 8§9° y 91°

5. En un tridngulo isésceles la medida del lado y la medida de la base estdn en relacion de 4 a 3.
Si el perimetro mide 55 centimetros, determinar la medida de los lados iguales y de la base.
Respuesta: Los lados miden 24 centimetros y la base mide 16. centimetros






3. NUmeros enteros

Los niimeros naturales permiten representar y resolver muchas situaciones cotidianas, pero hay
algunas en las que resultan insuficientes. Por ejemplo, es comiin indicar que la temperatura normal
del cuerpo humano es cercana a los 37 grados centigrados o que el agua llega a ebullicién a los
100°C en lugares que se ubican a nivel del mar; pero si se busca representar que la temperatura en
Alaska en la época de frio alcanza 30 grados centigrados bajo cero, no se puede escribir simple-
mente 30°C. Se escribe —30°C.

Esta misma situacién se presenta si se indica que cerca de la costa de Belice se encuentra una sima
marina conocida como agujero azul, de aproximadamente 100 metros de profundidad; es necesario
representar esta medida como —100 m, para distinguir esta magnitud de la medida de la altura del
edificio més alto de Guatemala, que es de 100 m.

De forma practica se reconoce la existencia de un conjunto que permite medir o contar magnitudes,
conformado por nimeros positivos, negativos y cero; a este conjunto se le conoce como nimeros
enteros se representa por Z. Es decir:

Z={.—4-3-2-101273,4.}

El conjunto de los niimeros naturales estd contenido en el conjunto de los nimeros enteros (N C Z)
como se muestra en el siguiente diagrama de Venn.
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Esto significa que todo nimero natural también es un nimero entero, también se deduce que no
todo nimero entero es natural, tal es el caso de los negativos.

Al representar los niimeros enteros en una recta numérica, se distribuyen de forma simétrica con
respecto al 0, de tal forma que los enteros n > 0 se ubican a la derecha mientras que los n < 0, se
ubican a la izquierda.

Esta representacion puede ser muy ttil, pero debe tenerse muy claro que los nimeros enteros no
constituyen una recta numérica en si mismos, pues tienen una distribucién discreta, es decir, entre
dos enteros no siempre existe otro nimero entero, por ejemplo, entre dos enteros consecutivos
cualesquiera (2y 3, =5y —4, 500 y 501).

Una conceptualizacion interesante resulta de entender a un niimero entero, como representante de
un conjunto de parejas ordenadas de enteros que tienen la misma diferencia a — b:
1. O representa a todas las diferencias de la forma a — a. Ej. 3 —3, 50 — 50, 1000 — 100

2. Sia > b, ladiferencia entre a 'y b representa a los enteros positivos. En forma simbdlica, si
a > b entonces a — b > 0. Ej. El nimero 5 representa a todas las parejas de nimeros enteros
cuya diferencia es 5, es decir, 5 =6 —1=20—15=100—-95

3. Si a < b, la diferencia entre a y b representa a los enteros negativos. En forma simbdlica,
si a < b entonces a — b < 0. Ej. El nimero —5 representa a todas las parejas de niimeros
enteros cuya diferencia es —5, es decir, -5 =1—-6=15—-20=95—-100

Sera importante tener presente que el concepto de miiltiplos de un nimero entero, es similar al
de los multiplos de un nimero natural; con la diferencia que en Z también se incluyen todos los
multiplos negativos.

Por ejemplo: los multiplos de 2 surgen de multiplicar por 2 los niimeros enteros y de forma similar,
los multiplos de 7 en los enteros, se generan al multiplicar por 7 los elementos del conjunto de
nimeros enteros. Se pueden representar por:

M2)={..—6,—4,-2,0,2,4,6,..}
M(7)={..—21,—14,-7,0,7,14,21,...}

En resumen, los multiplos de un nimero entero n, es el conjunto de nimeros de la forma n x k, con
k € Z.

Operaciones con nimeros enteros y sus propiedades

Al considerar al conjunto de los nimeros enteros como una extension del conjunto de los nimeros
naturales, se cuenta con la base de las operaciones aritméticas analizadas anteriormente, asi como
las propiedades de dichas operaciones.

La adicién y la multiplicacién de nimeros enteros conservan las propiedades de: unicidad, cerradu-
ra, asociatividad, conmutatividad, existencia de elemento neutro, cancelacién y distributividad de la



3.1 Operaciones con numeros enteros y sus propiedades 35

multiplicacién sobre la adicién.

Ademads, la suma de nimeros enteros posee otra importante propiedad denominada existencia de
elemento simétrico, que significa que para todo ndmero entero existe un ndmero de igual magnitud
y diferente signo, de tal manera que la suma de un entero y su simétrico es el elemento neutro (0).
Este elemento se describe en algunos libros de texto como el opuesto o inverso aditivo, en forma
simbdlica se expresa como:

VacZ,3—aeZ,talque,a+(—a)=(—a)+a=0

Como ejemplos particulares, se tiene que el elemento simétrico de 8 es —8, asi como el elemento
simétrico de —20 es 20, ya que: 8+ (—8) =0y (—20) + (20) = 0.

Reglas practicas para las operaciones con niimeros enteros
Adicion

Cuando se suman niimeros enteros puede ocurrir que los sumandos sean de igual o de diferente
signo, por lo que se procede de la siguiente forma:
a) Si los nimeros son de igual signo, todos positivos o todos negativos, se suman sus valores y
se conserva el signo. Por ejemplo:

40+8+12=060
(—40) + (—8)+ (—12) = —60
b) Si los nimeros son de diferente signo, se restan y se conserva el signo del mayor. Por ejemplo:
814 (—12) =69
—81+12=—-69

Sustraccion

Esta operacién es cerrada en el conjunto de nimero enteros, es decir, si se restan dos nimeros
enteros, su diferencia también es un nimero entero, lo cual no ocurre con los nimeros naturales.

La resta de dos nimeros enteros a y b, se define como:
a—b=a+(-b)

Esta definicion es fécil de comprender cuando se considera que la operacién de restar es inversa a
la operacién de sumar, asi, la resta consiste es sumar el simétrico aditivo. Por ejemplo:

10—15=10+(—15) = -5

Es comiin que para diferenciar el signo de la resta, del signo negativo de un nimero, se escriban
operaciones de esta forma:

(—10) = (—=15) = —10+15=5
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Multiplicacion y division

La multiplicacién y divisién de niimeros enteros se realizan bajo las mismas reglas de operacion,
aunque con diferencias respecto a los resultados; mientras que el producto de enteros siempre es un
nimero entero, el resultado de la divisiéon no siempre es un entero, como puede verificarse con un
ejemplo sencillo: al efectuar 4 =8 el resultado no es entero
Para multiplicar o dividir niimeros enteros, deben tomarse en cuenta los signos de los niimeros que
se operan.

a) El signo del producto o la divisién de dos nlimeros enteros de igual signo, es positivo.

b) El signo del producto o division de dos nimeros enteros de diferente signo, es negativo.

(a)(b) = ab (—a)(—b)=ab (—a)(b) = —ab (a)(—=b) = —ab
(@)=(b)=(a+b) (—a)=(=b)=a+b (—a)=(b)=—(a+b) (a)+(-b)=—(a=xD)

Potenciacion

Esta operacion en el conjunto de nimeros enteros, conserva las mismas propiedades que tiene en el
conjunto de nimeros naturales, con excepcién de la cerradura ya que es posible que en algunos
casos el resultado no sea un niimero entero; ademads, el resultado cambiard de signo en funcién del
signo de la base y el exponente. Los casos de interés son:
a) La base y el exponente son enteros positivos: en este caso las operaciones de potenciacién
y sus resultados equivalen a lo estudiado para los nimeros naturales.

b) La base es un entero negativo y el exponente es positivo: en este caso se presentan situa-
ciones como: (—a)" tendrd un resultado positivo si n es par, 6 serd negativo si n es impar.
Ejemplo: (—3)% = (—3)(—3) = 9 mientras que (—3)> = (=3)(=3)(-3) = —27

c) La base es un entero positivo y el exponente es negativo: éste es un caso en que el resultado
no corresponde a un nimero entero, con base en la siguiente definicion:

1 1

1 1
Ejemplo: 372 = 5= 9 mientras que 4 = e

32

d) La base y el exponente son negativos: se requiere combinar lo establecido en los dos casos
anteriores. Por ejemplo:

T
(—=3) 2= (=3)2 ~9
1 I

7= ="

e) La base 6 el exponente es cero:
Si la base es cero y el exponente es positivo tenemos: 0" = 0.
Si la base es cero y el exponente es negativo, el resultado es indeterminado:

1
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Si la base a es diferente de cero y el exponente es cero, entonces: a” = 1.

Una explicacidén sencilla puede ser a partir de indagar en qué caso puede un exponente ser
cero, esto es, el elemento neutro de la suma de enteros. Podemos afirmar que para cualquier
ndmero entero se cumple que: n —n = 0. Ahora bien, como n es un exponente, preguntamos:
(cudndo se obtiene una resta de exponentes?

Para responder, es necesario definir la division de potencias de igual base, como la operacién
que conserva la base y la eleva a la resta de exponentes. En forma simbdlica se escribe

m

a
Va€Z,a#0mn€Z,—=a""
a

m m
a

a
Si m=n, entonces,— = a” " = a°, ademds — =a™ " =1, por lo que a’=1
am am

Ejemplo: 2° +2° =32 +32 = 1. También, 2° +2° =27 =20 Asi, 20 =1
Radicacion

Posiblemente la mé4s conocida de las operaciones de radicacion es la raiz cuadrada, por lo que es
conveniente ampliar el estudio a otros indices de raices.

Si n es un entero positivo, se define la raiz de indice n (n-ésima raiz) de un nimero a, de la siguiente
forma:

\/a = b,siempre que b" = a

En particular, v/a" = a, si n es impar.v/a" =| a |, si n es par.

Observacion: |a|=a,a>0 |a|=0,a=0 |a|=—-a,a<0
Ejemplo: |71=17 |0]=0 | =7 |=—-(-7)=7

Esta operacién tiene las mismas propiedades que en los niimeros naturales, con la siguiente
excepcion:
a) Las raices de indice par (cuadrada, cuarta, etc.) solo estan definidas para los nimeros enteros
mayores o iguales que cero, sin que necesariamente los resultados sean niimeros enteros.
Ejemplos:

V64 = 8,v/81 = 3, \/30 existe pero no es entero. v/—4 no estd definida en Z. \/(+3)2 =3

b) Las raices de indice impar (cibica, quinta, etc.) existen para todos los nimeros enteros,
aunque los resultados no siempre son enteros. Ejemplos:

V=8 = —2,v/32 =2, V60 existe, pero no es entero.
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Jerarquia de las operaciones

Las operaciones combinadas con nimeros enteros, siguen las mismas reglas de jerarquia que las
estudiadas para los nimeros naturales, tomando en cuenta las variaciones de signos que se pueden
generar al incluir nimeros negativos y signos de agrupacion.

Criterios de divisibilidad y descomposicién factorial

Para realizar operaciones y resolver problemas de aplicacién de los nimeros enteros, muchas veces
se requiere descomponerlos en sus factores; para ello es de mucha utilidad contar con criterios
que faciliten el proceso. En la seccién anterior se incluyen algunos principios de divisibilidad de
nimeros naturales, que siguen siendo vélidos en el conjunto de nimeros enteros.

En esta seccién se amplia el tema, a partir de la siguiente definicion:

Sean tres ndmeros enteros n, my . Se dice n es divisor de m si y sélo si existe un nimero (, tal
que: m=nxgq.

Ejemplo: 8 es divisor de 120, ya que 8 x 15 = 120.

En algunos casos, es relativamente facil encontrar la descomposicion factorial de un nimero entero,
pero en otras ocasiones se requiere aplicar ciertos criterios que se indican a continuacidn.

Algunos criterios de divisibilidad en los niimeros enteros

a) Un nimero es divisible por 2, si es un nimero par, es decir, si su ultima cifra es par (0, 2,
4,6, 8). Ejemplos: 1824 y 276 son divisibles por 2, mientras que 643 no lo es, ya que no es par.

b) Un niimero es divisible por 3 o por 9, si la suma de los valores absolutos de sus cifras es
multiplo de 3 o de 9 (divisible por 3 o por 9) .
Ejemplos:
195 es divisible por 3 ya que 1 +9+5 = 15, es multiplo de 3; no es divisible por 9 ya que 15
no es multiplo de 9.
486 es divisible por 3 y por 9, ya que 4+ 8 + 6 = 18, es multiplo de 3 y también de 9.
247, no es divisible por 3 y tampoco por 9, ya que 244+ 7 = 13. Este resultado no es un
multiplo de 3 y tampoco de 9.

¢) Un ndmero es divisible por 4, si sus dos tltimas cifras son divisibles por 4 o bien, son cero.
Ejemplo: 348, 400, 7224, son divisibles por 4.

d) Un ndmero es divisible por 5 cuando su ultima cifra termina en 5 6 0. Ej. 105, 280, 1015,
3075, son multiplos de 5 pues terminan en 5 6 0.

e) Un niimero es divisible por 6, si es divisible por 2 y por 3.Ejemplos: 72 es divisible por 6
pues es par y sus cifras suman 9, asi que es divisible por 2 y también es divisible por 3.
82 es un nimero par, por lo que es divisible por 2; pero sus cifras suman 10, que no es
multiplo de 3, por lo tanto, 82 no es miltiplo de 6.

f) Un ndmero es divisible por 10, 100, 1000 o por una potencia de 10, si termina en uno, dos,
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g

h)

tres o n ceros. Ejemplos: 560 es divisible por 10, 800 es divisible por 100, 24000, es divisible
por 1000.

El proceso para determinar si un ndimero es divisible por 7, no es tan directo, pero es mas
interesante. Se explica mediante dos ejemplos. Determinar si 1911 es divisible por 7.

* Eliminar la cifra de las unidades:se elimina 1 y queda 191

* Duplicar esa cifra y restar del niimero anterior: 191 —2(1) = 189

* Repetir el proceso. Eliminar cifra de las unidades: 18

* Duplicar esa cifra y restar del nimero anterior: 18 —2(9) =0
Si se obtiene cero o un multiplo de 7, el nimero es divisible por 7. Por lo tanto, 1911 es
divisible por 7.

Determinar si 1316 es divisible por 7.

 Eliminar la cifra de las unidades: se elimina 6 y queda 131

* Duplicar esa cifra y restar del nimero anterior: 131 —2(6) = 119

* Repetir el proceso. Eliminar cifra de las unidades: 11

* Duplicar esa cifra y restar del nimero anterior: 11 —2(9) = —7
El resultado es multiplo de 7, por lo cual concluye el proceso y se determina que 1316 es
divisible por 7.

Para determinar si un nimero es divisible por 13, se realiza un proceso similar, que varia
al multiplicar por 9 cifra de las unidades que se separa. Se explica mediante un ejemplo:
Determinar si 2795 es divisible por 13

* Eliminar la cifra de las unidades: 279

 Multiplicar esa cifra por 9 y restar del nimero anterior: 279 —9(5) =234

* Repetir el proceso. Eliminar cifra de las unidades: 23

* Multiplicar esa cifra por 9 y restar del nimero anterior: 23 —9(4) = —13
Dado que se obtuvo un multiplo de 13, se concluye que 2795 es divisible por 13

Ejercicios resueltos

1. Simplifique la siguiente expresion

8+9—{6—-(5-4)}+14—{11-[7—(3-2)]}

Solucion:

Se inicia con las operaciones internas siguiendo la jerarquia de las operaciones, comenzaremos con
los paréntesis.

8+[90—{6— (1)} +14—{11-[7— (D]}

Se sigue reduciendo desde las operaciones internas.

8+[9—{5}]+14—{11—[6]}

Operando dentro de los dltimos signos de agrupacion, se tiene que:

8-+ [4] + 14— {5}

8+44+14—5

Finalmente, reducimos operando sumas y restas.
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8+44+14—-5=26—-5=21

Respuesta:
La expresion simplificada es igual a 21.
2. Simplifique la siguiente expresion
800 — {20 —3 x4+ 5[—18(—6—4)+ (2—5)40]}
Solucién:

Se inicia con las operaciones internas siguiendo la jerarquia de Is operaciones, empezaremos por
los paréntesis.

800 — {20 — 3 x 4+ 5[—18(—10) + (—3)40]}
Siguiendo la jerarquia de las operaciones realizamos la multiplicacion dentro de los corchetes.
800 — {20 —3 x 4+ 5[180— 120]}
Ahora simplificamos dentro de los corchetes.
800 — {20 — 3 x 4+ 5[60] }

Se continua operando dentro de las llaves.

800 — {20 — 12+ 300}
800 — {308}

Finalmente, reducimos la expresion restando.
800 — 308 =492

Respuesta:
La expresion simplificada es igual a 492.
3. Simplifique la siguiente expresion
[5x273x43 x3* x2x 27 x (=2)*] + 22 x 32 x5 x27* x 3]
Solucién:

Para empezar a reducir la expresion agrupamos las potencias de igual base en ambos corchetes.
[5x (273 x2x25x) x 43 x 3% x —8] + [(22 x 27%) x (32 x 3) x 5]

Se convierten a potencias de 2 las expresiones que cumplan con las condiciones
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[-5x (273 x2x2%%x) x (22)3 x 3% x —8] +[(22 x 27%) x (32 x 3) x 5]
Operamos dentro de los paréntesis para reducir aplicando las leyes de potenciacion
[—5 x (273H149) x 26 x 3% x —8] + [(2274) x (3%*!) x 5]
[—5 % (2%) x 26 x 3% x —8] +[(272) x (3%) x 5]

En el primer corchete podemos observar que tenemos un —5 y un —8, esto quiere decir que al
momento de multiplicar dentro del mismo el resultado serd positivo por la ley se signos, por lo que
tendremos lo siguiente:

[5x (23) x 26 x 3% x +8] = [(272) x (3%) x 5]

El 8 del primer corchete también puede ser expresado como potencias de 2, por lo que tenemos lo
siguiente:

[5x (23) x 20 x 3% x +23] + [(272) x (3%) x 5]
Operamos nuevamente las expresiones con la misma base:
[5x 23643 x 3]+ [(272) x (3%) x 5]
[5x 212 x3%x] +[(272) x (3%) x 5]

Ahora que hemos reducido las expresiones de cada corchete, se dividen las potencias de igual base
aplicando las propiedades para ello.

51-1 5 912—(-2) 5 34-3
Finalmente, operamos los exponentes:
59x2Mx 3l =1x2"x3=3x2M"
Respuesta:
La expresi6n simplicada es igual a 3 x 24
4. Simplifique la siguiente expresién
22[3% x (—12415)% — /81 x (6 x 3+2)] + [6% x (52 —4%) — /16 x (24 + 8 x 3)]
Solucién:
Para empezar a reducir la expresion, efectuamos las operaciones internas en los paréntesis.
22[3* x (3)% — /81 x (9)] = [6% x (25 — 16) — /16 x (9)]
Ahora operamos las raices y potencias.
22[3* x (3)2 =9 x (9)] = [36 x (9) —4 x (9)]

Ahora reescribimos los resultados como potencias de 2 y 3



42 Capitulo 3. NiGmeros enteros

22[3% x (3)2 —3%2 x (3%)] + [32 x 22 x 32 — 22 x 3?]
El siguiente paso es operar las expresiones con la misma base y ordenar nuestras expresiones.
22[3% x 32 — 34+ [32 x 32 x 22 — 32 x 27]
Dentro de cada corchete de buscara las expresiones comunes para poder operar
22[3%(32—1)] + [32 x 22(32 - 1)]

Como podemos ver, en ambos corchetes tenemos la expresién 32 — 1, por lo que al momento de
dividir ambas expresiones seran igual a 1 por lo que obtendriamos lo siguiente:

22 x 3%+ [32 x 22
Operando de acuerdo a las leyes de exponentes obtenemos la simplificacion de la expresion.
22x 3%+ [32x22] =222 x3+2=20x32 =32
Respuesta:
La expresién simplificada es igual a 32
5. Simplifique la siguiente expresion
(102 —6%) ~4 x 2 -2 x /121(3% — 12) — (—3)2(2%)
Solucién:

El primer paso para reducir la expresién serd operar las distintas potencias y radicales en la
expresion.

(100—36) +4x2—-2x11(9—-12)—(9)(8)

Se opera dentro de los paréntesis siguiendo la jerarquia de las operaciones.

64+4x2—-2x11(-3)—(9)(8)
Ahora operamos empezando por las multiplicaciones y divisiones.

16 x2—22(-3)—-72
Se efectian los productos indicados y luego se operan sumas y restas.
32— (—66) —72=32+66—72 =26

Respuesta:

La expresion simplificada es igual a 26.
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3.1.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

Simplifique las expresiones dadas
1. 250—[(6+4)—(3—1)+2]+{16—[(8+3)—(—12—10)]}

R/223
2. —200—{—16+7 x3—4[9(—7+10) — (—4 —3)2]}
R/—41
3. [63x4* x 573 x 152 x 272 x (=3)3] = [(=3)? x 8 x 57* x 279
R/—26 x 30 x 53
4. 26 x (=13 +16)% — /144 x (16 +2 x 3)] =+ [32 x (10 — 82) — /25 x (32 — 12) x (3% +3?)]
R/-23x5
5. (52 —4%)+3x2-3v/144(3%—5) — (—2)3(3?)
R/—66

3.2 Resolucion de problemas

3.2.1

Ejercicios resueltos

1. La mitad de la diferencia de dos nimeros es 60 y el doble de su cociente es 10. Encuentre los dos
ndmeros.

Soulucion:

Para poder encontrar los nimeros que cumplen con las condiciones indicadas, tenemos que eva-
luar las relaciones entre los nimeros enteros. Una relacién importante la provee el siguiente teorema:

Al dividir la diferencia entre dos niimeros entre su cociente menos 1, se obtiene como resultado el
niimero menor.

La informacién que tenemos del problema es la siguiente:
a) La mitad de la diferencia entre los ntimero es igual a 60

b) El doble del cociente de los nimeros es 10

N

2(52) =10

Utilizando estos datos buscaremos los dos nimeros. El teorema nos indica que necesitamos la
diferencia y el cociente de los niimeros, tendremos entonces lo siguiente:

La diferencia sera:
Nmayor - Nmenor .

=60
2

Nmayor — Nienor = 60x2 =120

) Nmayor -10
Ninenor

]Vmayor . B _5
Nienor 2

El cociente sera:
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Para encontrar el niimero menor de los dos aplicaremos la siguiente relacién:

N Diferencia
menor — .
Cociente — 1

Utilizando los datos, obtenemos:

120
Nenor = 5_1:%:30

Al tener la magnitud del nimero menor, buscaremos el niimero mayor aplicando las condiciones
dadas.

Numayor — 30 = 120

Nymayor = 120430 = 150

También:
Nmayor
=5
30
ey = 322201 = (510
Respuesta:

Los nimeros son 150 y 30.

2. Hoy la edad de Andrés es cuatro veces la de Bianca y cuando ella nacié, Andrés tenia 12 afios.
Hallar las edades de ambos.

Solucion:

Para poder encontrar los nimeros que cumplen con las condiciones indicadas, tenemos que evaluar
las relaciones entre los nimeros enteros. Para ello se toma como base el teorema aplicado en el
ejercicio anterior:

Al dividir la diferencia entre dos niimeros, entre su cociente menos 1, se obtiene como resultado el
niimero menor.
Para poder aplicar esto debemos encontrar el cociente y la diferencia entre las edades.

Al nacer Bianca, Andrés tenia 12 afios por lo que la diferencia entre ambos es de 12 afios.
Edad de Andrés - Edad de Bianca = 12 afios
También sabemos que la edad de Andrés es cuatro veces la edad de Bianca.
A=4B

Por lo tanto su cociente seria:
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Buscaremos la edad de Bianca con la relacién previamente mencionada.

Diferencia
Edadpiunea =B = :
Cociente — 1

Utilizando los datos, obtenemos:

12 12
Bziz—zél.
4—-1 3

Ahora que tenemos la edad de Bianca podemos calcular la edad de Andrés.

A—4=12
A=12+4=16
También:
A=4B
A=4x4=16
Respuesta:

Las edades son 16 y 4 afios para Andrés y Bianca, respectivamente.

3. Dos globos aeroestaticos parten de los puntos M y N, distantes entre si 99 km y se dirigen uno
hacia el otro. El globo que parte de M sale a las 6:00 a.m. a 6 km/h y el que parte de N lo hace a las
9:00 a.m. a una velocidad de 3 km/h. Sabiendo que el globo de M descansa de 12:00 a 3:00 p.m. y
a las 3 emprende de nuevo su marcha a la misma velocidad, ;A qué hora se encontrard con el globo
que sali6é de N, que no vari6 su velocidad desde que sali6?; A qué distancia de los puntos M y N se
encontrardn?

Solucion:

Para resolver el problema empezaremos por realizar un esquema de la situacion.

v — gkm/h Ikm/h '
B B
: 99km I
|
M N

Se nos indica que el globo que sale de M, se mueve de 6:00 a.m a 12:00 p.m.,es decir, se mueve por
6 horas, podemos calcular entonces la distancia que recorre en ese tiempo utilizando la siguiente
relacién:
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Distancia
Velocidad = ———
Tiempo

Por lo que la distancia seria:

Distancia = Velocidad x Tiempo

La distancia inicial recorrida por el globo que parte de M serd entonces:

D¢y = 6km/h x 6hrs = 36km

El globo que sali6 de M recorrerd 36km antes de deternerse. Por otra parte, el globo que sale de N
empieza a moverse a las 9:00 a.m. pero no hace ninguna parada por lo que la distancia que recorre
hasta que el otro globo reinicia la marcha, es:

Toy = 15hrs — 9hrs = 6hrs
La distancia que recorre el globo que partié de N, en 6 horas, es:
D¢y, = 3km/h* 6hrs = 18km

Realizamos un nuevo esquema de la situacion a las 15:00 horas

b
36km "' 45km E 18km
M ]

En el esquema podemos ver que los globos se han acercado, las lineas verdes corresponden a la
distancia recorrida por cada uno desde los puntos M y N, podemos ver que al momento en que el
globo de M empieza a moverse de nuevo hay 45km entre los dos globos.

A partir de ese momento los dos se mueven al mismo tiempo hasta encontrarse, se hace necesario
determinar qué distancia recorrerdn cada hora, para determinar el momento en que se encontraran.

Sabemos que los globos se mueven a velocidad constante, la distancia que recorren en una hora
sera:

Dgum, = 6km/h* 1hr = 6km

Dgn, = 3km/h* 1hr = 3km

La distancia que recorrerian en una hora seria la combinacién de ambas, lo que equivale a 9 km en
una hora, esto significa que la distancia cambia 9km cada hora o sea v = 9km/h.

Ahora podemos determinar en cudntas horas se encontrardn los dos globos, dividiendo la distancia
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que falta recorrer entre la distancia que recorreren cada hora.

45km
TEncuentro = W = Shoras

El tiempo de encuentro se dard 5 horas después de las 15:00 horas por lo tanto se encontrardn a las
20:00 horas u 8:00 p.m.

Para encontrar la distancia total recorrida por cada globo se debe tomar la distancia inicial mas la
distancia recorrida a partir de las 3:00 p.m. para cada globo.

Gy = 36km + 6km/h * Shrs = 36km + 30km = 66km
Gy = 18km+ 3km/h+ Shrs = 18km + 15km = 33km

El siguiente esquema muestra la distancia recorrida por cada globo desde los puntos M y N.

BEkm 33km

]
-

Respuesta:
Los globos se encuentran a las 8:00 p.m. en un punto a 66km del M y a 33 km de N.

4. Un estanque tiene 3 grifos que vierten agua en un depdsito: el primero, 50 litros en 5 minutos; el
segundo, 91 litros en 7 minutos y el tercero, 108 litros en 12 minutos. También tiene dos desagiies
por los que salen 40 litros en 5 minutos y 60 litros en 6 minutos, respectivamente. Si estando vacio
el estanque y abiertos los desagiies, se abren las tres llaves al mismo tiempo, necesita 40 minutos
para llenarse. ;Cudl es la capacidad del estanque?

Solucion:

El primer paso serd realizar un esquema de la situacién:
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Se tienen 3 entradas de agua al estanque y 2 salidas. Calcularemos entonces el caudal de entrada de
agua conjunta y el caudal de salida de agua conjunta.

Para calcular el caudal de entrada conjunta, necesitamos el caudal de cada grifo:

50L .
G = Smin = 10L/min
91L .
Gy, = —= 13L/min
108L
= 9L/min

El caudal de entrada sera entonces:
Ce =10+13+9 =32L/min

Podemos calcular el caudal de salida de agua del estanque, compuesto por el caudal de salida de
cada desagiie:

40L _
D, = Smain 8L/min

60L ,
D, = . 10L/min

El caudal de salida sera entonces:
Cs =8+ 10 = 18L/min

Entonces, al tomar en cuenta el caudal de entrada de agua y el de salida de agua encontraremos el
caudal real de llenado:

Crr = Cg — Cs = 32L/min — 18L/min = 14L/min

Ahora que sabemos el caudal real de llenado y el tiempo de llenado podemos calcular la capacidad
en litros del estanque.

La capacidad del estanque serd entonces el caudal real de llenado por el tiempo de llenado:
Capacidad = T * Cg; = 40min * 14L/min = 560L

Respuesta:

La capacidad del estanque es de 560 litros.

5. Si en un estanque que estd vacio y cuya capacidad es de 3,600 litros, se abrieran al mismo tiempo
tres llaves y un desagiie, el estanque se llenaria en 15 minutos. Por el desagiie salen 240 litros en 4
minutos. Si el estanque tiene 600 litros de agua y esté cerrado el desagiie, ;en cuanto tiempo lo
terminardn de llenar las tres llaves?
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Solucion:

Empezaremos por realizar un esquema de la situacién:

El estanque tiene una capacidad de 3600 litros y tiene tres entradas de agua y una salida. Sabemos
que al estar todos abiertos, el estanque se llena en 15 minutos, con base en esto podemos calcular el
caudal real de llenado.

Capacidad

CrL =

= — = 3800 _ 240L /min
Tiempoyienado

~ 15min
El caudal real de llenado corresponde a la diferencia entre el caudal de entrada y el caudal de salida

de agua. Calculemos entonces cada uno de ellos.

El caudal de salida sera:

240L

Ce =
S 4dmin

= 60L/min

El caudal de entrada sera entonces:

Cg = Cgr + Cs = 240L/min + 60L/min = 300L/min

Analicemos el nuevo escenario:

Si el estanque contiene 600 litros y se ha cerrado el desagiie, queremos saber el tiempo que tomara
terminar de llenar el estanque.

El volumen que hace falta para terminar de llenar el estanque serd entonces:
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Vi = 3600L — 600L = 3000L

El tiempo que tomar4 llenar el estinque dependerd tanto del volumen faltante como del caudal de
llenado producido por los tres grifos, no se toma en cuenta el caudal de salida porque el desagiie
estd cerrado:

Vr 3000L

~ Cp 300L/min

= 10min

Respuesta:

Le tomara 10 minutos a los tres grifos terminar de llenar el estanque con el desagiie cerrado.

Ejercicios propuestos para autoeviaucion

1.

2000 excede en 788 a la diferencia de dos niimeros y en 1995 a su cociente. Encuentre los
dos niimeros
Respuesta: Los nimeros son 1515 y 303.

Ana tiene 16 afios, a Betty le faltan 8 afios para tener 10 aflos mas que el doble de lo que
tiene Ana y a Claudia le sobran 9 afios para tener la mitad de la suma de las edades de Anay
Betty. (En cudnto excede 70 afios a la suma de las edades de Betty y Claudia, disminuida en
la edad de Ana?

Respuesta: 70 afios excede en 18 afios a la suma de las edades de Betty y Claudia menos la
edad de Ana.

Dos autos salen a la misma hora de dos ciudades A y B, distantes 300 km entre si y van uno
hacia el encuentro del otro. Se encuentran a la 1:00 p.m. en un punto que dista 120 km de A.
Determinar a qué hora salieron, sabiendo que el auto que sali6 de A iba a 30 km/h y el que
salié de B iba a 50km/h.

Respuesta: Los autos inician su recorrido a las 9:00 a.m.

Si a un estanque de 480 litros de capacidad que estd lleno se le abre el desagiie, se vacia
en una hora. Si estando vacio y cerrado el desagiie, se abre la llave de agua, se llena en 40
minutos. ;En cudnto tiempo se llenard, si estando vacio y abierto el desagiie, se abre la llave?
Respuesta: El estanque se llenara en 120 minutos o 2 horas

Un depésito tiene tres llaves que vierten agua: la primera, 68 L en 4 minutos; la segundo, 108
L en 6 minutos y la tercera, 248 L en 8 minutos; ademads tiene un desagiie por el que salen
55 L en 5 minutos. Si el desagiie estd cerrado y se abren las tres llaves al mismo tiempo, el
depésito se llena en 53 minutos. (En cudnto tiempo, puede vaciarlo el desagiie estando lleno
y cerradas las llaves?

Respuesta: El desagiie puede vaciar el depésito en 318 minutos o 5 horas con 18 minutos



Los niimeros racionales se presentan en el mundo real en muchas situaciones asociadas con repartos,

estadisticas, comparaciones y otras tales como: en Guatemala aproximadamente 13 de cada 100

13
personas tiene acceso a internet, esto se representa como 100 ; un jugador de beisbol batea en 2

2
de cada 5 turnos, lo cual se indica como 3 ; una herencia se reparte en partes iguales entre tres

1
hermanos, por lo que a cada uno le corresponde 7

Al representar nimeros como el cociente de dos enteros, es comin que en muchos libros de texto
se les identifique como fracciones o quebrados, para los cuales se excluye la posibilidad de que el
denominador sea cero.

Los nimeros racionales constituyen una ampliacion del conjunto de nimeros enteros, por lo que
preserva las propiedades que se han estudiado y a la vez, incluye otras muy importantes que
permiten aplicaciones que no son posibles con los niimeros enteros.

Los nimeros racionales se denotan por Q y se definen como:

a
Q= ?anbeZb#O

Si se considera que b = 1, entonces se generan los nimeros enteros, es decir, el conjunto de nimeros
enteros estd contenido en el conjunto de nimeros racionales; ademads, se establecié con anterioridad
que el conjunto de nimeros naturales estd contenido en los nimeros enteros.

Esta relacion entre los conjuntos numéricos se expresa como:
NCcZcQ

lo cual se representa en el diagrama de Venn que se muestra abajo
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Esta relacion de contencién implica que los nimeros naturales y los niimeros enteros son racionales,
sin embargo, existen nimeros racionales que no son enteros ni naturales.

El conjunto de nimeros racionales es ordenado, por lo que se pueden representar en una recta
numérica distribuidos de forma simétrica respecto al 0.

—a
=
Ll
.
Lag
(]
—
]
—

F=r
Lk
-
iure
L=
=y |

En la figura anterior puede notarse que los nimeros racionales van ocupando espacios entre los
nimeros enteros, si bien ain se percibe que no constituyen una recta numérica completa, siempre
es posible encontrar un nimero racional entre dos racionales dados. A esta propiedad se le llama
densidad, por lo que se dice que: el conjunto de los nimeros racionales es denso.

Para verificar esta propiedad, pueden tomarse dos nimeros racionales cualesquiera y encontrar el

1 1 3
punto medio entre ellos, por ejemplo: se eligen 1 y 2 Al sumarlos se obtiene: R Ahora
3
se encuentra el punto medio, dividiendo la suma entre dos: Z+ 2= 3

Centrando la atencién solamente entre cero y uno, puede visualizarse mejor los nimeros indicados.

A
@
E=Y
9
Y

et
o-1]

o] =
b | =

Una conceptualizacién de los nimeros racionales importante de comprender, se basa en la definicién

a ¢

de equivalencia entre fracciones que se enuncia de la siguiente forma: dos fracciones b y p son

equivalentes, si y s6lo si, se cumple que: a xd = b X c.

En la practica, para realizar operaciones muchas veces se requiere generar fracciones equivalentes
ampliadas o bien, encontrar fracciones equivalentes simplificadas. En el primer caso, dada una
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a ka
fraccién de la forma > serdn equivalentes las que tengan la forma R keZ

6 9 45

10°15°75
igualdades, pero debe tenerse presente que esa igualdad representa la definiciéon de equivalencia
dada.

Por ejemplo, — es equivalente a entre otras muchas. Se acostumbra escribir como

3 6 9 __ 45 __ 3k

5710 15 — 75 — 5k

Con base en lo anterior, se conceptualiza un niimero racional como representante de un conjunto
de fracciones equivalentes, considerado como la fraccién irreducible. En el ejemplo anterior, el

1

nimero racional 5 representa a la familia de fracciones indicadas; asi mismo, el nimero racional 3
. . 2 8 45
representa a todas sus fracciones equivalentes, entre ellas 71600

Otra caracteristica importante del conjunto de nimeros racionales, es que es ordenado, es decir, se

a c
puede establecer si una fraccién es menor que otra a partir de la siguiente definicion: b < 7 siy

s6lo si, se cumple que: a X d < b X c.

3 4
Por ejemplo: 7 < 5 yaque 3 x5 <4 x7,es decir, 15 < 28.

4
De forma equivalente, se puede expresar que 5 > 7 yaque 4 x 7 >3 x5, es decir, 28 > 15

Operaciones y simplificacion de niumeros racionales
En el conjunto de los nimeros racionales tienen validez las propiedades de las operaciones aritméti-

cas analizadas para los nimeros enteros y naturales.

De forma particular, la adicién y la multiplicacién conservan las propiedades de: unicidad, cerradu-
ra, asociatividad, conmutatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento simétrico
para la adicién, cancelacién y distributividad de la multiplicacién sobre la adicién.

Ademds, la multiplicacién de niimeros racionales posee otra importante propiedad denominada
existencia de inverso multiplicativo o reciproco, que significa que para todo niimero racional

1
a # 0, existe un nimero de la forma —, tal que al multiplicarlos se obtiene el elemento neutro del
a

producto. En forma simbdlica:

Va€eQ,a#0,31 €Qaxl=1

Veamos algunos ejemplos, al encontrar el inverso multiplicativo de: 4, —2, ;, 3, —1;,
1 1 4
s Para4,es Zyaque4*Z: vk 1
1 -2
= Para —2es_—2,pues —2*_—: _72: 1

1 1
= En el caso del racional 3 el reciproco es 5, ya que g* S===Il
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3 11 1
= Para los ndmeros -y c los reciprocos estdn dados por: 3 =3 para el primero y
7
1 —6 . .
i =1r para el segundo. Al multiplicar se verifica que:
6
7 21
—k—= — = 1
7 3 21
-1 -6 —66
*—=——=1
6 11 —66

Reglas practicas para las operaciones con niimeros racionales

Al realizar operaciones con nimeros racionales, deben tomarse en consideracion las reglas relacio-
nadas con el signo positivo o negativo de las cantidades involucradas, asi como la consideracién de
cualquier denominador diferente de cero.

Adicion

Cuando se suman nimeros racionales puede ocurrir que los sumandos sean de igual o de diferente
denominador, por lo que se procede de la siguiente forma:
a) Si el denominador es el mismo, se procede a sumar los numeradores y se conserva el mismo
denominador:
¢ a+c

a JR—
b b b

Ejemplo:
2 10 2410 12

9779 9 9
b) Si el denominador de los sumandos es diferente, entonces se opera de la siguiente forma:
a ¢ ad+bc

b d bd

Ejemplo:

2 1 2%443x1 11

3747 3x4 12
De esta definicién ha derivado una regla practica para sumar mds de dos fracciones que consiste
en analizar el producto que corresponde al denominador para identificar si es el minimo comin
multiplo; si es asi, se usa como denominador comun y si no lo es, se busca dicho multiplo; a partir

de ello se generan fracciones equivalentes con ese denominador y se procede como en el caso
anterior.

En el siguiente ejemplo, para los tres ndmeros dados, el producto de los denominadores es:
3 x4 x 6 =72, pero se identifica que el minimo comin multiplo de 3,4 y 6 es 12, por lo que se usa
como denominador comun y se multiplican los numeradores por 4, 3 y 2, respectivamente, para
generar fracciones equivalentes con denominador 12:

1 3 5 4 9 10 449+10 23
37476 = =

s 2 nTnT T 12
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A medida que se desarrolla habilidad para realizar los procesos de operacion, pueden resumirse
algunos pasos intermedios.

Sustraccion

Esta operacion es similar a la adicidn, tomando en cuenta las reglas involucradas en el caso de
restar nimeros de igual o de diferente signo.

Ejemplo:

Multiplicacion y division

La multiplicacién y divisién de nimeros racionales adoptan las reglas de signos que se estudiaron
para los nimeros enteros; el producto de dos nimeros racionales siempre es otro nimero racional,
sin embargo, la divisién no estd definida el caso en que el divisor es cero.

La multiplicacion de niimeros racionales se define de la siguiente forma:

a C ac

— X —= —

b d bd
Se recomienda simplificar los productos indicados, o bien, simplificar el resultado obtenido. Ejem-
plos:

3 1 2 Ix1x2 | 1
5°2°97 "5x2x9 >3 15

La division de nimeros racionales, se define de la siguiente forma:

a ¢ a d ad
=X —= —
b d b c¢ bc
Ejemplos:
5 5 3 5x3 s
—r ==X —= =2
3 472 2x4 8
3.3.3 (5.2 3 .3 w0 4w
3°2°4 33/ 4 9 " 4 973 27

Potenciacion y radicacion

En el conjunto de los nimeros racionales, la potenciacion conserva todas las propiedades que se
han estudiado para los nimeros enteros y naturales. Ademds, en este conjunto numérico es posible
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que los exponentes tengan la forma de una fraccién y en ese caso, estén relacionados directamente
con una expresion con radicales.

Introducimos una nueva notacion:
Va=al/r

Con base en esto, se amplia el uso de exponentes fraccionarios, de la siguiente forma: Para un
exponente racional en su forma irreducible, m/n, con m y n enteros mayores que cero, se define

amn/n — /gm

con la restriccién que si n es par, entonces se requiere que a > 0.
En los ejemplos siguientes se muestra que se puede operar con radicales o con expresiones con
exponentes fraccionarios:

= Simplificar

VA8 _ V163 _ V16xV3 _ | /T =4

V3 V3 V3
= Aplicar propiedades de potenciacién para evaluar la expresion dada:
3/2
25\ 2532 (5232 56/2 53 125
64 6432 (82)3/2 86/2 8 512

Jerarquia de las operaciones

Las operaciones combinadas con nimeros racionales, siguen las mismas reglas de jerarquia que
las estudiadas para los enteros y naturales, tomando en cuenta las definiciones y procedimientos
especificos para este conjunto numérico, asi como la inclusién de exponentes fraccionarios, tanto
positivos como negativos.

Fracciones decimales, notacion cientifica y porcentajes

Las fracciones decimales y la notacion cientifica tienen en comun un tema importante: las potencias
de 10; las cuales a su vez tienen un rol esencial en el sistema de numeracién que utilizamos.

Se dice que una fraccidon es decimal, si el denominador es una potencia de 10, por ejemplo:

3 7 3R 5
10° 100’ 1000° 1000000

Al efectuar la division indicada, se obtiene que:

3 7 32
—=0.3, —=0.07, —— = 0.0032,

10 100 1000 1000000 0000005

Ahora bien, se dice que un niimero positivo x esta escrito en notacion cientifica si se expresa de la
siguiente forma:

x=ax 10", donde 1 <a < 10y n es entero.
Ast, es posible reescribir las fracciones decimales en notacion cientifica como:

03=3x10"10.07=7x10"2,0.003 =3 x 103, 0.000005 =5 x 10~
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El porcentaje, representado por el simbolo %, surge de considerar fracciones cuyo denominador

9
es 100, por ejemplo:m = 0.09 = 9%, significa que se ha dividido en 100 partes iguales cierta
magnitud y de ella, se han tomado 9 partes.

Algunas situaciones que involucran porcentajes: en Guatemala aproximadamente el 13 % de la
poblacion tiene acceso a Internet en el afio 2019; un articulo se vende con el 5 % de descuento si
se paga en efectivo, al 80 % de los estudiantes de ingenieria les gusta mucho la matematica. Es-
te tema sera estudiado en profundidad, en las secciones relacionadas con la resolucién de problemas.

Nuameros racionales y representacion decimal

Un niimero racional no entero (fraccién) puede representarse en la forma de un nimero decimal, al
efectuar la division del numerador entre el denominador. Por ejemplo:

! 0.5 2 2.25 ! 143 0.375 ! 0.04
3= 09.3=225, 5514, 5=0375,75=0.
Los ejemplos anteriores, tienen tres caracteristicas importantes:

a) Las fracciones estdn en su forma irreducible.

b) Los denominadores de las fracciones solo incluyen como factores a2 o 5.

¢) Las fracciones corresponden a nimeros decimales exactos.

Ahora, veamos qué sucede con otros nimeros racionales con denominadores que incluyan en sus
denominadores factores diferentes a 2 y 5:

1 13 11
3= 0.333..,, = 1.181818..., - = 1.571428571428...

Puede notarse que en estos casos los nimeros decimales no son exactos como los obtenidos
anteriormente, éstos muestran cifras que se repiten de forma sucesiva después del punto decimal: en
el primer caso se repite el 3, en el segundo se repiten las cifras 18 y en el tercero, se repite el grupo
de seis cifras formado por 571485. Debido a esto, se dice son niimeros decimales periddicos, y
que el periodo es 3, 18 y 571485, respectivamente.

Como sintesis, se puede afirmar que los nimeros racionales tienen formas decimales exactas o
periddicas, esta caracteristica se estudiard posteriormente como un criterio para identificar nimeros
que no son racionales.

Ejercicios resueltos

Para las siguientes expresiones reduzcalas a la fraccion propia mds pequeiia.

1. Simplifique y convierta a decimales la siguiente expresion

31 21 0.16 11
PR R )

13 13 11 21
2757 '10) Ta00
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Solucion:

Para simplificar la fraccion, el primer paso es asegurarse que toda la expresion esté expresada,
ya sea como fracciones o como decimales. En este caso transformaremos todos los decimales en
fracciones, por ejemplo:

3177
2 2
16
016= — = %
100 »

Al convertir las fracciones, nuestra expresion resultante es:
7 17 4 3
2 87 5)"2

7 8 11 21

475 10) Ta00
Ahora que toda la expresién se encuentra en términos de fracciones, pasaremos a operar por
separado el numerador y el denomindador. Empezaremos por el numerador

7 17 41\ 3
2787252

Simplificaremos primero el interior del paréntesis siguiendo la jerarquia de operaciones.

(7 17 4) _ 700—425+32 307

2 8723 200 200

La simplificacién de nuestro numerador seria entonces:

(307) 3 307%3 921

200 “2 7 200%2 " 400

Ahora realizaremos el mismo procedimiento con el denominador:
7 8 11 21
275 10) 00
Empezaremos nuevamente por el paréntesis siguiendo la jerarquia de las operaciones

(7 8 11) 35432-22 45

i75 10 20 20

La simplificacién del denominador serd entonces:
45 21 900+21 921
207400 400 400
Nuestra expresion original se reduce entonces a:

921

w_,
921

400



4.1 Operaciones y simplificacidn de nimeros racionales 59

Respuesta:
La expresion se reduce a 1

2. Simplifique la expresién

2 3 4
5.5.5
L1
10 5 5
4 16 3
2525_20
24
25 25 20

Solucion:

Para reducir la expresion indicada lo primero que debemos hacer es simplificar cada fraccién en el
numerador y en el denominador.

Para las expresiones del numerador tendriamos:

2 1 2«10 20

5°10 5x1 5

3 1 3x%5
575 1%5
4 2  4x5
575 5%2
La reduccién del numerador serd entonces:
443+2=9

Ahora reducimos el denominador de la expresion original de la misma manera:

4 2 4%25
25725 225
16 4 16%25
25725 4x25
3 1 3x20
2020 20«1
La reduccién del denominador serd entonces:
24+4-3=3

Sustituyendo los resultados obtenidos al simplificar el numerador y el denominador la expresion se
reduce a:

9

3= 3

Respuesta:
La expresion simplificada seria igual a 3
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3. Simplifique la expresién

Solucion:

Aplicaremos las reglas de potenciacion y las propiedades de los niimeros racionales para simplificar
tanto el numerador como el denominador.

2\" 2 16
3] T 34781

La reduccion del numerador sera entonces:
16 9 16%x9 4

814 81«4 9
Ahora procedemos a realizar la reduccién del denominador:

La expresion reducida serd entonces:
2 2
4 2 4%9 2_4
979 —[2%9| 7

La simplificacién de la expresion es igual a 4.

Respuesta:

4.Simplifique la siguiente expresion

1 14

57255 (3 1\ (5 5
2.3\ 20)\7 14
375
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Solucion:
Para simplificar la expresion se aplicardn las leyes de signos y las propiedades de las fracciones.

Siguiendo lo anterior, empezaremos por transformar a fracciones los nimeros dados en el lado
izquierdo de la expresion.

64 44

9 15 (3 1\(5 5
8 8 4 20 7 14
375

Ahora reduciremos la expresién de la izquierda, empezando por el numerador:

64 44 64x5-3x44 320132 188

9 15 45 45 45

Ahora reducimos el denominador:

8 8 5#%8+3%x8 40+24
3750 15 15
La expresion resultante serd entonces:

1

558 188 64 18815 94 %2x15 94 47

64 45 ~ 15 45x64  15%3%2%32 96 48

15
El siguiente paso es simplificar las expresiones de la derecha, siguiendo la jerarquia de operaciones,
se operard primero el interior de cada paréntesis.

c

SR

(-3)-(59-(5)-6)- )
(-4)-(522)-()- ()

La expresion se ha reducido a:

7 5 S5%7 35 5%7 _1
10) \14] ~ 10%14 140 5%2%7%2 4

Finalmente, para terminar de reducir la expresion, realizaremos la tltima operacién:

47 1 47+«1-12+«1 47-12 35

48 4 48 48 48
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Respuesta:

35
La reduccién de la expresion es 18

5. Simplifique la expresién

4123 4049 4 31 21 11 =~0.16
g %) 2% 15) | 0

Para simplicar la expresion aplicaremos la jerarquia de las operaciones y las propiedades de los
nimeros racionales.

Solucion:

Empezaremos por convertir todos los nimeros dados a fracciones.

({3593

Siguiendo la jerarquia de operaciones empezaremos de adentro hacia afuera, operaremos primero

los paréntesis
3467 2449\ [ 17335—17143)\ (192 [16
84 60 | 420 ~\420) \35

Reduciendo el otro paréntesis:

(3922703

La expresion se reduce entonces a:

(255

Siguiendo la jerarquia de operaciones, operaremos dentro de los corchetes.

)]l Gl )l [

El siguiente paso para reducir la expresion es operar el interior de las llaves:

(7e3}-(52)-{2)
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Finalmente, multiplicamos las expresiones simplificadas:

16 35 16 %35
_— X —_ =] :2
35 8 35x%8

Respuesta:

La reduccion de la expresion es 2

6. Simplifique la expresién

10'22 7.5=10 3 ! 0.25 157
et 0 307300 T 360

Solucion:

Para simplificar la expresién dada deben tomarse en consideracion las propieddades de las opera-
ciones con los nimeros racionales y la jerarquia de las operaciones.

El primer paso serd convertir toda la expresion a formas fraccionarias

10_8+75_10 37 1+157
“3770° )" \40 304" 360
El siguiente paso serd operar dentro de los paréntesis, debemos seguir la jerarquia de las operaciones,
realizando primero las divisiones y multiplicaciones.

Para el primer paréntesis tendremos entonces:

8 103 30 15

"3 18 8 4
75 75 3

T

El primer paréntesis serd entonces:

15 3\ (18} (9
27z (%) \2
En el segundo paréntesis tendremos entonces:

7 1 Tx1 7

30 4 30%4 120

Operando el resto de la expresion del segundo paréntesis

3 7 157 B 3x9—-7x3+157 B 27 —-21+157 B 163
20 120 T 360) 360 =\ 730 )~ 360
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Ahora que tenemos la reduccién de cada paréntesis podemos realizar la tltima reduccién de la

expresion:
9 163 9163 163 163
2)*\360) T 2¥360  2+40 80
Respuesta:
. . 163
La reduccion de la expresion es 30

7. Reduzca la siguiente fraccién

2+
3+
I+ —
1+

Solucion:

Para reducir este tipo de fracciones se debe comenzar por la dltima rama del denominador e ir
subiendo hasta reducir a una sola fraccidn.

La reduccion inicial de la fraccion sera entonces:

1 2xl41x1 _ 241 _ 3
I+ ="F"=5%5 =3

La expresion resultante después de la reduccion es:

Reducimos el denominador nuevamente:

La expresion con la nueva reduccion es:

1
24 ——=2+—
341 342
5 5
3

Realizamos la siguiente reduccion:
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3+§_3*5+3*1_15+3_§
5= 5 T 5 T3

La expresion se reduce a:

2 ! 2 >
+18_ ST
5

Finalmente realizamos la tltima operacién para terminar de reducir la expresion:

18 18 T 18 18

5 2x18+5x1 36+5 4l

Respuesta:

41
La reduccion de la fraccion es 8

Ejercicios Propuestos para autoevaluacion

Simplifique las siguientes expresiones

1.
1 1
1— _
16, 20
05 04
1 1
25 . 50
0.04+0.02
2.
) 3
0.20% =
3
1 1
23
3.
(22)3*(33)2
(32)3*(23)4
4.
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5.
4520 _ 442
63 84 .4
11 3
e
39 4
6.
1+ :
1
4+
!
1
24 1
5
7.
3+ :
1
2+
3y
4t
4L
5

Respuestas Ejercicios Propuestos para autoevaluaciéon
1
1. -
8
64
125
1

D =
64

4. 81

1
16
151
124

738
215

Resolucion de problemas
Ejercicios resueltos

1. La diferencia entre los 3 y los 5 de un niimero es 22. Determine el nimero.

Solucion:

5
Se inicia encontrado la diferencia entre los 3 y los 9 del nimero que se busca.
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5 2 15 4 15-4 11

6 9 18 18 18 18

ahora se sabe que 18 del nimero equivalen a 22.

1
Para conocer el valor de 8 del nimero, se divide 22 entre 11 y se obtiene que es igual a 2.

1 18
Ahora bien, si — es 2, el nimero completo es I por lo que se multiplica 2 x 18 y se determina

que el nimero buscado es 36.
Respuesta:

El nimero buscado es 36.

7
2. Un automovilista recorre un dia los T de la distancia entre dos ciudades y al dia siguiente

5
recorre los 3 de lo que le falta para llegar. El tercer dia solo recorre 22 km y llega a su destino.
(Qué distancia recorri6 en total?

Solucion:

Para calcular la distancia total recorrida, analizaremos la situacion dia a dia.

7
El primer dia recorri6 T de la distancia total, quiere decir que lo que le faltaba recorrer era lo

siguiente:

e 7_10 7_3
r=1m 0710 37 10

3
Esto quiere decir que le hacfa falta recorrer 10 de la distancia total.

5 5
El segundo dia retoma la marcha y recorre 3 de lo que le fataba, es decir, 3 de 0 de la distancia

total, para calcular que fraccion del total que recorre realizaremos la siguiente operacion:

5 3 15 1

X — =
6 10

60 4
Esto quiere decir que el segundo dia, el automovilista recorrid 1 de la distancia total.

En el tercer dia, recorre 22km y llega a su destino, debemos encontrar a que fraccion de la distancia
total corresponden esos 22 km.

Encontraremos primero la distancia que recorri6 en los dias 1 y 2.
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7 1 Tx2+1x5 1445 19

107 20 20 20

19 1
Si ha recorrido 20 de la distancia total en 2 dias, le faltaria solo 20 de la distancia para llegar en el

tercer dia.

1
Entonces podemos decir que — de la distancia total equivale a 22km, por lo que para encontrar la
distancia total multiplicaremos los 22km por 20

22km x 20 = 440km

Respuesta:

La distancia total que recorre es de 440km

3. Tres pintores A, B y C pintan juntos una casa en 3 dias. Si A la pintara solo, tardaria 18 dias,
mientras que B se tardarfa 14 dias. Determine en cuénto tiempo la pintaria C si trabajara solo.

Solucion:

Para determinar cudnto tiempo necesitaria C, primero debemos evaluar cuanto se tardan los tres
juntos y cudnto se tardan A y B solos.

1
A, By C se tardan juntos 3 dias, esto quiere decir que en 1 dia hacen 3 del trabajo.
: . 1 .
También sabemos que A se tarda 18 dias, por lo que en un dia realizaria 18 del trabajo.

1
El pintor B, se tarda 14 dias por lo que en un dia realizara 7 del trabajo.

Podemos calcular qué fraccion del trabajo realizardn A y B juntos en 1 dia.
Trabajo A en 1 dia + Trabajo de B en 1 dia
1 1

[ERY!
Para realizar esta operacién, buscamos el mem de 18 y 14

—

8 142

9
3
1

—_ N
~N W W

mem=2x3>x7=126



4.2 Resolucion de problemas 69

Podemos calcular cuanto se tardan A y B juntos:
16

1 N 1 749 8
1814 126 63
El trabajo de C cada dia es la diferencia entreel trabajo que realizan los 3 juntos diariamente y el

trabajo que realizan A y B juntos.

1 8 3x7-8 21-8 13

363 63 63 63

C realiza cada dia % del trabajo. Para saber cudntos dias necesita para terminar el trabajo dividire-

mos 63 entre 13.

63+13=4

11 11
Con un residuo de 11, por lo que el resultado es 4 dias con e puede expresarse como 4E

Respuesta:

11
El pintor C se tardaria 4B dias en terminar de pintar la casa.

4. Un comerciante perdi6 en el primer afio de operaciones 5 de su capital, el segundo gané una

3 3
cantidad igual a los 0 de lo que le quedaba; el tercer afio gana — de lo que tenia al final del segundo

afo, al terminar tenfa Q13,312. Determine cual fue la inversion inicial.
Solucion:

Para determinar la inversion inicial, primero debemos analizar cudnto gané o perdié cada afio de
operaciones.

En el primer afio el comerciante perdié 5 de su inversion inicial, es decir que le quedan 5

4
En el segundo afio, inicia con 5 de su inversién y gana el equivalente a 0 de esa cantidad, por lo

3 4
que en el segundo afio gana T de 3 es decir,

3 4 12 6

X = — =
10 5 50 25

Ahora, podemos calcular el capital al finalizar el segundo afio, equivalentes a la suma de lo que
tenia al principio del afio y la ganancia:

6  5x4+6 2046 26

4
525 25 25 25
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: L .26 . . 5 .
Finalmente, en el tercer afio inicialemente tiene o de la inversidn inicial, y gana 5 de esta cantidad:

26 3 78
2575 125
Ahora, representaremos el proceso:
Inicio Primer afio Segundo afio Tercer ailo
Pierde Gana Gana
1 1 6 78
- s T s T s

Podemos encontrar entonces la cantidad que tiene al finalizar el tercer afio:

1 6 78 125-1x254+6x5+78 125-25+30+78 208

5725 125~ 125 125 ~ 125

208
Al finalizar el tercer aflo el comerciante tiene Q.13, 312.00 esto equivale a 125 de la inversion inicial.

1
5 del capital inicial equivale a 13312 - 208, esto es igual a 64; la inversion inicial serd entonces

d 12 Icula asf:
S 25 que se calcula asf:
125 x 64 = 8000
Respuesta:

La inversion inicial del comerciante fue de QS8, 000.00

1 2
5. El perimetro de un tridngulo equilatero mide 3 y el perimetro de un cuadrado mide 7 Expresar

la suma de los cuadrados de sus areas como una fraccion.

Solucion:

1
El perimetro del tridngulo equilétero es de 7 por lo que la medida de cada lado sera un tercio de
esa cantidad:

Lr—ss3— .
737779

2
El perimetro del cuadrado es 3 por lo que cada lado medird un cuarto de esa cantidad

L2, 2 ]
=374 1756
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Ahora calcularemos el drea de cada uno, empezaremos por el tridngulo equilatero, el drea de un
tridngulo estd dado por:

1
AT = Eb*h

El cuadrado del area sera entonces:

2
1 1

Necesitamos conocer las medidas de la base y la altura del tridngulo. Realizaremos un esquema de
la situacion:

1/9 1/9

1/9

1
La base del tridngulo mide —, si se traza la altura del tridngulo desde el vertice superior al lado

horizontal (base), dado que es equildterd, dicha altura divide la base a la mitad.

/ 1/9

! -
1/9+12

Para encontrar la altura del tridngulo, aplicaremos el Teorema de Pitdgoras.
¢t =ad+ b

P =22

2 2
2 1 1" 1 I 4-1 3 1
1\ 9 18) 81 324 324 324 108

El cuadrado del area sera entonces:

, (1) [ 111 1
A =% | | *| == | =k ok —= —
4"\ 9 108) 47817108 34992
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Ahora calcularemos el area del cuadrado:

El cuadrado de esta area es:

La suma del cuadrado de las areas es:

A2 A2 = N 1 1+27 28 7
T17C7 34990 ' 1296 34992 344992 8748
Respuesta:
L de 1 drados de las 4 !
a suma de los cuadrados de las 4reas es 5743

Ejercicios propuestos

1. La diferencia entre los 1 y los 5 de un nimero es 21. Determinar el ndmero.

R/ El niimero es 60

2. Una empresa divide sus ganancias entre 3 socios, al primer accionista le corresponde % al
segundo. % del resto y al otro le corresponden Q. 20, 000.00. Determine la ganancia total de
la empresa.
R/ La ganancia total es de Q.50,000.00

3. Tres electricistas realizan el trabajo de cableado en un edificio en 5 dias. Si el trabajador A,
trabaja solo, terminaria el trabajo en 8 dias; mientras que B es el doble de rapido que A. Si
Ay B trabajaran juntos 2 dias y luego llega C y termina el trabajo restante en 3 dfas. ;En
cudanto tiempo harfa el trabajo solo el electricista C? R/ Al trabajador C le toma 12 dias
terminar el trabajo

4. Un lote de articulos producidos en una fabrica se ofrecen a la venta. Se recibe un pedido

7
de tres quintas partes del lote y luego se recibe otro pedido de — del resto. Al momento del

despacho se identifica que los 250 articulos restantes eran defectuosos. Determine la cantidad
de articulos que se vendieron.
R/Se vendieron 4,750 articulos.

5
5. El lado de un tridngulo equilatero y el lado de un cuadrado miden el mismo valor de > Si el

lado del tridngulo se triplica y el del cuadrado se reduce a la mitad. Determinar una fraccion

que represente la diferencia entre los cuadrados de las dreas de las figuras.
75625

128

R/ La fraccion que representa la diferencia de los cuadrados de las areas es



Hasta el momento, se han desarrollado los fundamentos para conocer los conjuntos numéricos, a
partir de los niimeros naturales, los nimeros enteros y los nimeros racionales se han analizado
las operaciones definidas en cada uno de estos conjuntos, sus propiedades y aplicaciones. Para
completar el estudio de los nimeros reales, hace falta conocer otro conjunto numérico: los nimeros
irracionales.

Basicamente, los nameros irracionales son los niimeros que no son racionales, es decir, no se
pueden expresar de la forma 7, donde a y b son nimeros enteros y b es diferente de cero

Como consecuencia de que no son racionales, no se pueden expresar como un nimero decimal
exacto o periddico. Entonces, ;Cémo son?

Los nimeros irracionales se pueden representar por niimeros decimales no periédicos, entre ellos
se encuentran algunos radicales tales como:

V2 = 1.41423562..., /5 = 2.236067978..., /99 = 9.949874371...

Algunos niimeros irracionales son ampliamente conocidos por sus aplicaciones, entre ellos pueden
mencionarse 7, el nimero de Euler e, la razén durea ¢:

El conjunto de los nimeros reales se puede expresar como: R = QUL

Desde el punto de vista tedrico, los nimeros reales se pueden construir con diferentes enfoques, los
cuales no seran tratados en este documento, en funcién de sus propdsitos.
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Aunque no puede identificarse al primero y al dltimo elemento, existe un orden en los niimeros
reales que se fundamenta en la propiedad conocida como tricotomia , la cual expresa que, para dos
nimeros reales a y b, se cumple de forma exclusiva una de las tres posibilidades:

a<b a=b a>b

Al asociar cada nimero real con un punto de una recta, se genera lo que se conoce como recta real,
que a diferencia de las representaciones geométricas de otros conjuntos de nimeros estudiados,
es continua; se puede decir que ya no quedan espacios vacios para ubicar otros nimeros reales
como en las representaciones discretas. De esta forma, los niimeros mayores que un nimero dado
se ubican a la derecha, mientras que los menores se ubican a la izquierda.

Valor absoluto y sus propiedades

El valor absoluto de un niimero real se define como:

x| = X six >0
] —x six<O0

Algunas propiedades ttiles del valor absoluto de los nimeros reales son:
= El valor absoluto de un ndmero real, siempre es mayor o igual que cero. |x| > 0
= El valor absoluto de un ndmero es cero, si y s6lo si, el nimero es cero, |x| =0< x=0
= El valor absoluto del producto de dos nimeros reales es igual que el producto de los valores
absolutos.

eyl = [xllyl
Por ejemplo:
2(=8)[ =12 | -8
| —16] =2(8)

16 =16
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= E] valor absoluto de la suma de dos nimeros reales, es menor o igual que la suma de los
valores absolutos de los nimeros dados. Se conoce como desigualdad triangular.

Ix+y| < |x| + [yl

Se presentan dos ejemplos en los cuales se muestra un caso en que hay igualdad y otro en
que se cumple la desigualdad:

3+6] <3| +]6]
9 < 3]+ 16l
9<3+6
9<9
También:
| =3+6[<[-3[+]6]
31 <|=3[+]6]
3<3+6
3<9
Este tema es de interés recurrente en los cursos de contenidos relacionados con dlgebra y funciones,
por lo que su estudio serd profundizado en las unidades siguientes.

Valor relativo y sistema posicional de numeracion

El sistema de numeracién que utilizamos emplea diez digitos para expresar una cantidad a partir de
cifras representadas por: 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8y 9.

Un sistema de numeracién posicional se basa en el concepto de valor relativo, cuyo significado es
que el valor de un digito depende de la posicién que ocupe en la cantidad en que se incluye.

En particular, en el sistema de numeracion decimal, cada posicién estd asociada con una potencia
de 10, por lo que en cada posicién la mayor cifra que puede colocarse es 9 y al completar 10, pasa
al nivel siguiente.

Desde los inicios de la formacién matemaética escolar, se aprende que: 1 decena tiene diez unidades,
1 centena tiene 10 decenas, 1 unidad de millar, tiene 10 centenas y asi sucesivamente. Se aprende
también que las cifras incrementan su valor relativo al cambiar de posicién de derecha a izquierda,
sin embargo, la lectura de las cantidades se inicia desde la izquierda hacia la derecha.

En términos generales, un nimero N se puede representar de la siguiente forma:
N =x,10"+ x,_110" ' -+ +x110" + x010° +x_; 107 4+ +x_p 107
donde: x,,,x, 1,.....,x ,» son las cifras del niimero, n indica el nimero de digitos a la izquierda del

punto decimal menos uno, m indica el nimero de digitos a la derecha del punto decimal.

La expresion podria parecer complicada, sin embargo, es la representacion que se aplica de forma
cotidiana. Se presentan algunos ejemplos para ilustrar la definicién:
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= En el primer caso, el nimero tiene cinco cifras, por lo tanto, n =5 — 1 = 4. No tiene cifras

decimales, entonces m = 0

34,528 =3 x 10*+ 4 x10°+5 x 10> +2 x 10'+8 x 10°
=3x10,000+4 x 1000 +5 x 100+2 x 10+8 x 1
= 30,000 + 4,000+ 500+ 20+ 8

El ndmero dado tiene tres digitos a la izquierda del punto decimal por loquen=3 — 1=2
También se observa que tiene dos digitos a la derecha del punto decimal, por lo que se
establece que m = 2.

253.54=2 x10°+ 5 x10' +3 x10°+5 x 107" +4 x 1072
—2x100+5x10+3x14+5x0.14+4x0.01
=200+50+3+0.5+0.04

La representacion de niimeros a partir del sistema posicional de base 10, es ttil en la repre-
sentacién de situaciones que posteriormente se resolverdn mediante el planteo de ecuaciones.
Como ejemplos, se presentan algunas de ellas.

Representar en términos del niimero de decenas, un nimero de dos cifras, cuyo digito de las
unidades es el triple que el digito de las decenas.
Se puede escribir en forma simbdlica: u = digito de las unidades, d= digito de las decenas

N=dx10'+ux10°

El enunciado indica que:
digito de las unidades = 3 x digito de las decenas, lo que se puede representar comou =3 x d

Se sustituye u y se obtiene: N=d x 10+ 3 x d

Representar wn términos de decenas un nimero de tres cifras en el que el digito de las
unidades supera en 3 al digito de las decenas, mientras que el digito de las centenas es una
unidad menor que el de las decenas.

u = digito de las unidades: 3 mas que digito de las decenas.

d = digito de las decenas.

¢ = digito de las centenas: 1 menos que digito de las decenas.

Se observa que las unidades y centenas se pueden expresar con base en el digito de las
decenas.

centenas decenas unidades
d—1 d d+3

N=(d—1)x10*+d x 10! + (d +3) x 10°
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Operaciones con nimeros reales

Las propiedades mds importantes para caracterizar a los nimeros reales, se relacionan con las
operaciones de adicién y multiplicacidn, estas propiedades se han conservado o ampliado, con
relacidn a los conjuntos numéricos contenidos en el conjunto de los niimeros reales.

A manera de sintesis se enuncian las principales propiedades:
= Cerradura. Si a y b son niimeros reales,a+b € R ;a x b € R.
= Conmutativa. Si a y b son nimeros reales,a+b=b+a;axb=b x a
= Asociativa. Si a, b, ¢ son nimeros reales,

(a+b)+c=a+(b+c);(axb)xc=ax(bxc).

= Existencia de elementos neutros.
Para todos los niimeros reales, existe nimero 0, tal que: a+0=0+a=a
Para todos los niimeros reales, existe nimero 1,talque:a x 1 =1 xa=a
= Existencia de elementos inversos.
Para todo nimero real a, existe elemento —a € R, talque a+ (—a)=(—a)+a=0

1
Para todo nimero real distinto de cero, existe un elemento — € R, tal quea x | — | =
a a

— | xa=1
a

= Distributiva de la multiplicacion sobre la adicion.
Si a, b, ¢ son nimeros reales, (a+b) X c=axc+bxc;ax(b+c)=axb+axc.

Otras propiedades importantes que facilitardn posteriormente la comprensién de los procesos de
resolucion de ecuaciones, se sintetizan a continuacion:
= Sia, b, ¢ son niimeros reales y se sabe que a = b, entonces se cumple que:

at+c=b+c a—c=b—c
a b
axc=bxc(c#0) o= E(C#O)

= Sia, bson nimeros reales ya x b=0, entoncesa=0,6b=0
Potenciacion y radicacion

Las definiciones y propiedades de las operaciones de potenciacion y radicacion, dadas en el estudio
de los conjuntos numéricos contenidos en R, se conservan. Por su utilidad en procesos de simpli-
ficacion de expresiones, se presentan ejemplos de operaciones con radicales y el procedimiento
conocido como racionalizacidn, el cual consiste en eliminar radicales, usualmente del denominador.

Ejemplos.
= Simplificar:

3 V128 + 2 V250 + £ V135
364 x2 + 2125 x2 + L3927 x5
3 (V6a xV2) + F(V125 xV2)+ 3 (V2T x V)
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1(@ xV2) + 2(5xV2) + £ (3 x V5)

3XV2 + 2xV2 4+ V5 =5xV2+ V5

4
» Racionalizar la expresion ——=

3V3

Para eliminar el radical del denominador se multiplica por el elemento neutro de la multipli-

3
cacion (1), expresado de la forma —.

V3
4 V3 4 x+/3 4/3

—_— X —=
3v3 V3 3xV3x V3 9
= Otro proceso que se utiliza con mucha frecuencia, es multiplicar por el conjugado de una

expresion para eliminar algin radical. El conjugado de a + b, es a - b.

Se multiplica por el conjugado del denominador para racionalizar el denominador de la
5

expresion

S

5 5 2+V7 502+ V)
= 2= A% F (2= et )

Para dejar claro el proceso se realiza el producto indicado en el denominador por aparte:

(2= VT) 2+ V7)=2 2+ V7)) - VI(2+V7)
— 4407 —2yT—7—4—7—-3

5. 52+VD) 5
2—v1 -3 __5(2+\ﬁ)

Notacion de desigualdades

La notacién utilizada para representar desigualdades incluye los siguientes signos:

> mayor que > mayor o igual que
< menor que < menor o igual que

Esta simbologia permite describir subconjuntos de los nimeros reales, que se denominan intervalos
numéricos,en los que se indican los extremos del intervalo como el menor y el mayor de los
elementos, respectivamente. Asi, es posible definir los siguientes intervalos.

Intervalo cerrado: [a, b| = {x e R,a <x<b }.
Ejemplo: [-3, 8] = {x €R,—3 <x< 8}

Intervalo abierto: (a, b) = {x e R,a <x<b }
Ejemplo: (2,3) = {x e R,2 <x<3 }
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Intervalos semiabiertos: (a, b]= {x € R,a <x<b}

Ejemplo:

0,10] = {x €R,0 <x < 10}
[a,b)= {x eR,a<x<b}
[7,12) = {x €R,7 <x< 12}

Intervalos infinitos

(=<, a]= {x €R, x<a} [a,0)= {x eER,x > a }
(—oc,a)= {x €R, x<a} (a,0)={x eR,x >a }

Ejercicios resueltos
1. Racionalizar el denominador de la expresién
V2
V-5

Solucion:

Para racionalizar la expresién se multiplica por una fraccién cuyo numerador y denominador es el
conjugado del denominador.

Vi ViVE_ VAT
VI-V5 " VT+V5  (VT-V5(VT+V5)

Cuando se multiplica la suma por la diferencia de dos cantidades, se obtiene una diferencia de
cuadrados, lo cual se verifica a continuacion:

(VT=VHVT+V5) = (V1) = (V5)? =7-5=2

Desarrollando la multiplicacién:

(VT=V5(VT+V5) = VIV = V5VT+ V5T = V55 =712 x 712 —51/2 x 512 = 71 —51 =3

Se reescribe la expresién como:

V2 V2(VT+V5)  V2VT+V2V5 1

B V14 ++/10
V-5 2 2 2 2

2

(V2XT—+2x5)=

Respuesta:

V14++/10

La racionalizacién es igual a >
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1 /1 1
V128 =~/ =—5\08+41/ —
5 8 3\ﬂ 5v98 + 77

Para simplificar se aplican propiedades de los exponentes fraccionarios y la estrategia es expresar
las cantidades subradicales como el producto de factores donde al menos uno de ellos tenga una

raiz cuadrada entera.
5128 — \[S\Fﬂ/

5v64 x2— ,7_5\/49 X2+

2. Simplificar la expresién

Solucion:

f v x3
5vV64y/2 — ——— 5492+ ——
3\/§ 3\@
1 1
Se observa que los nimeros ——— y —— , al sumarlos dan cero, por lo que solo quedan los
q 33 y 33 p q q

siguientes términos.
5V64v/2 - 5492
Al reducir la expresién obtenemos lo siguiente:
5v64v/2 —5v49v/2 =5 x 8v/2 — 5 x Tv/2 = 40v/2 — 35v/2 = /2(40 — 35) = 512

Respuesta:

La simplificacién de la expresién es 5v/2.

3. Simplidique la siguiente expresion
2, 1,/1 7 \SF 3 1
—VI35+ -4/ —=+—-1/-—20{/ —
3 + 2V 32 * 4V 4 200

Solucién:

El proceso es similar al caso de la raiz cuadrada pero se busca descomponer o completar cantidades
subradicales con raices cibicas enteras.

Procedemos a simplificar los radicales por separado y luego se simplifica la expresion global.

2 2 2 2
§3/13 = g3/27 x5= gﬁ\%: g(3)%: 2v/5

Ahora reducimos la segunda expresion:

15/ 1 31 2 21\‘@_
2\~ 75 254 T

ol <
S
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Procedemos a reducir la tercera expresion:

75/1 42 31 Ve 18x2 1 . - 12) .~ T ,
= —*V8xV2=—"%V2=-xv2
\ﬂ N2~ 4\ s~ 4\ﬁ T e V2 e 2

Solo falta reducir la dltima expresion:

3 1 s 1 120 / / i 5 10[ s
—20 m_—zo UL \/ =-10 —=—104 o =—2v/5

Sustituyendo los resultados en la expresion original obtenemos:

2, 1)1 7,/1 5/ 1 S~ V2 7, S~ 8, ,
V1354 =) a4 A = =204 5= = 2V/5+ -+ V2 -2V5= V2=12
3 ub) 32+4\/; 200 5+ 8 +8\[ & 8\[ V2

Respuesta:

La simplificacién de la expresién es v/2

4. Racionalizar el denominador de la expresion

V6+v3+12
V6+v3-V2

Solucion:

Para aplicar la estrategia de multiplicar por el conjugado del denominador, se agrupan los tres
nimeros en dos grupos:

V63— V2= (V6+3) — 2
Ast el conjugado es:
(Vo++v3)+v2

Se reescribe la expresion dada:

V6+V3+V2 [(\@+\/§)+ﬁ]x [(V6++/3) +2]
V6+V3-v2  [(V6+V3)-V2] [(V6+V3)+v2

Al efectuar la multiplicacién en el numerador se obteniene lo siguiente:

V6+V3+ V2] x [V6+V3+Vv2] = V6vV6+v6V/3+vV6V2
+V6V3+V3V3+V3V2
+V6V2+V3V2+V2V2

= 64+2V6V3+2V6V2+34+2V3V2+2
= 11+2V3V2V3+2V3V2V2+2V3V2
= 114+6V2+4V3+2V3V2
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Ahora se efectia el producto en el denominador.

V6+V3-vV2 x [V6+V3+v2 = (V6+V3)2—(v2)?
= V6V6+2vV6V3+V3V3-V2V2
= 6+2V3V2V3+3-2
7+6V2

Reescribimos la expresion con los resultados de las dos multiplicaciones:

V6-+vV3+v2 11+6v2+4V/3+2V3V2
NV N 746V2
Hace falta multiplicar por el conjugado el denominador:
11+6V24+4v34+2V3vV2 7-6V2
7+6v2 T _6v2

Efectuamos el producto del numerador

(11 +6V24+4v/34+2v3V2) (7T —6v2) = 77+ 42v/2 4283 +141/3v/2 — 661/2 — 36 %2 — 241/3v/2 — 24/3
= (77—72) + (42v/2 — 661/2) + (28v/3 — 24+/3) + (14y/2+/3 — 24+/2+/3)
=5-24v2+4/3-10/32)

El numerador es entonces: 5 — 24+/2 + 4+/3 — 10\@\@

Efectuamos el producto del denominador:

(T4+6V2)(1T—6V2) = 49+42v2—42v2-36v2V2
= 49—-36%2
= 49-72
= 23

Finalmente, al racionalizar el denominador de la expresion, se obtiene que:

V6+v3+v2 5-24v2+4V3-10V3V2
V6+V3-V2 —

Para dejar el denominador positivo se cambia el signo también al numerador, por lo que la simplifi-
cacion final es:

V6+v3+vV2  —5+24V2—-4/3410v/3V2
V6+V3-v2 23

Respuesta:

— 54242 —44/3+10v3V2
23

La simplificacion es igual a
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5. Hallar un intervalo de nimeros reales que cumple con:
x>-3 —8<x<10
Solucién:

Los nimeros x > —3 se representan en el intervalo [—3, o), mientras que los nimeros que cumplen
con —8 < x < 10, forman el intervalo [—8,10), se muestran en la recta estos intervalos.

¢ T Q

| | I |

-8 -3 0 10

Gréficamente, se observa que los intervalos se intersectan en [—3,10) y estos son los nimeros
satisfacen la desigualdad 3— < x < 10

Respuesta:

El intervalo de niimeros reales que cumple con las condiciones dadas es: [—3, 10).

5.1.2 Ejercicios propuestos para la autoevaluacion

1. Racionalizar el denominador de la expresion
12 36

—— —; R/12
V6—2 V6
2. Racionalizar el denominador

573 1 /3 1 1 V3
3\[5_2\/;_5\/15+3\/12’R/4

3. Racionalizar el denominador

1 2 3 1

5€/2 = 5*3/54 e 5‘3/37 = 1‘3/ 128 ; R/4Y/3 —2V/2
4. Racionalizar el denominador de la expresion

V3+/5 R/3+\@ﬁ—\/§ﬁ
V2+V3+V5 6

5. Hallar el intervalo de nimeros reales que cumplen con:
x<+10yx> -3 ;R/(-3,10]
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Resolucion de problemas
Ejercicios resueltos

1.Un hombre compra una regla, un lapicero, un borrador y un sacapuntas en una libreria. Este
ultimo le ha costado Q3.75, el lapicero le ha costado el doble de lo que le costo el sacapuntas; el
borrador Q1.78 més que el lapicero y la regla cinco veces lo del sacapuntas. ; Cuénto le ha costado
todo?

Solucion:

Lo primero que tenemos que hacer es escribir las condiciones como expresiones mateméticas.

Sacapuntas = 3.75
Lapicero = 2(Sacapuntas) =2(3.75) =1.5
Borrador = Lapicero+1.78 =7.54+1.78 =9.28
Regla = 5(Sacapuntas) = 5(3.75) = 18.75

Ahora que sabemos el costo de cada articulo podemos calcular el costo total.

Costo=3.75+7.5+9.284+18.75
Costo = 39.28

Respuesta:

El costo total de los cuatro articulos fue de Q.39.28

2.Un camién conduce cinco fardos de mercancias. El primero pesa 72.675 kg; el segundo 8 kg
menos que el primero; el tercero, 6.104 kg mas que los dos anteriores juntos y el cuarto tanto como
los tres anteriores. ;Cudl es el peso del quinto fardo, si el peso total de las mercancias es 960.34 kg?

Solucion:

El primer paso para resolver el problema es definir las expresiones matemadticas correspondientes a
los pesos de los fardos. Tenemos informacién sobre el peso de 4 de los 5 fardos y del peso total de
los 5. Las expresiones serdn entonces:

F =72.675
F,=F —8=72.675—8=064.675
Fs = (Fi + F>) +6.104 = (72.675+ 64.675) +6.104 = 143.454
Fy=F + Fy + F; = 72.675 4 64.675 + 143.454 = 280.804

Ahora que calculamos el peso de 4 de los 5 fardos podemos determinar el peso del dltimo fardo
utilizando el peso totoal y el de los otros.

Fs =Total — (Fl + K+ +F4)
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F5 =960.34 — (72.675 + 64.675 + 143.454 +280.804) = 960.34 — 561.608 = 368.732

Respuesta:
El peso del quinto fardo es de 368.732kg

3.Un rodillo de piedra tiene una circunferencia de 6.34 pies. De un extremo a otro de un terreno da
24.75 vueltas. ;Cudl es la longitud del terreno?

Solucién:

El primer paso serd hacer un esquema de la situacion.

g™
8

Terreno

El rodillo rueda alo largo de todo el terreno, dado que tiene una circunferencia de 6.34 pies, cada
vez que de una vuelta recorrerd esa distancia.

Utilizando el niimero total de vueltas podemos calcular la longitud del terreno.
L = C x No.de vueltas

L =6.34x24.75=156.915

Respuesta:
EL terreno tiene una longitud de 156.915 pies.

4. Un nimero se multiplica por 4, este producto se divide entre 6; al cociente obtenido se le afiade
18 y a esta suma se le resta 6. Si el resultado es 12.002, ;cudl es el nimero?

Solucion:

Se busca un nimero que cumpla con ciertas condiciones, para determinarlo se plantea la siguiente
operacion:

N x4
—+18

—6=12.002
6

Para encontrar el nimero realizaremos las operaciones en el orden inverso:
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N x4
—+18

= =12.002 +6 = 18.002

Ned — 18.002 — 18 = 0.002
N4 =0.002%6 = 0.012

N =952 — 0.003

Respuesta:
El niimero que cumple con las condiciones es 0.003

5. Seis litros de una solucién de sal al 8% y agua pura, se mezclan con agua para reducir la
concentracion de sal al 5 % ;Cudntos litros de agua se agregaron a la mezcla inicial?

Solucion:

El primer paso para resolver el problema serd realizar un esquema de la situacion.

6L it GL+ 17

+

Agua

5% Sal

Se analiza que la cantidad de sal al inicio y al final es la misma, la concentracién de sal cambia
porque se aumenta el volumen de agua.

Al inicio tenfamos un volumen de 6 litros, la cantidad de sal seria:

1= v6— > 48
"= 700" T 100

5
Al final la concentracién de sal se reduce al 5 %, por lo que el volumen de sal seria de 100 del
volumen final.
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5
Podemos decir entonces que el volumen de 0.48 L de sal equivale a 100 del volumen final.

1
— =048+5=0.
g = 0-48-+5=0.09

100
Por lo que 100 del volumen final ser4:

100*100 : =100 x 0.096 =9.6L
ﬁ_ Xm— X U. == .

Dado que al inicio se tenia un volumen de 6 litros, el volumen de agua agregado sera:

Va=Vrp—V;=9.6-6=3.6L

Respuesta:

El volumen de agua agregado para reducir la concentracién de sal fue de 3.6 litros.

Ejercicios propuestos para la autoevaluaciéon

1.

(Cudntos galones de agua deben agregarse a 2 galones de una solucién de sal al 10% y agua,
para producir una solucién al 4 %?
R/ Deben agregarse 3 galones de agua.

. Los radios de dos circulos concéntricos difieren en una unidad. Si el radio del mayor mide

V/8cm, calcular el drea de la regidn limitada entre ellos.
R/ El 4rea limitada entre los dos circulos equivale a (2v/8 4 1)7.

. La base de un rectdngulo mide 6 pies mds que la altura y el perimetro es de 91 pies. Calcular

el area del rectangulo.
R/ El area del rectangulo es de 579.06 pies

. La suma de la base y la altura de un tridngulo es 62 centimetros. Encuentre el area del

tridngulo si la altura mide 22 cm menos que el doble de la base.
R/ El area del triangulo es de 476¢m?>.

. Si dos esferas metalicas de radios 3cm y 5 cm se funden para formar una sola esfera,

determine el radio de la esfera resultante, sabiendo que el volumen de una esfera se calcula

4
por medio de la expresion Vg = grcr3.

R/ El radio de la esfera resultante es de 5.34cm






Este conjunto numérico amplia la posibilidad de resolver algunas situaciones que no tienen solucién
en el conjunto de los nimeros reales. Una forma sencilla de ejemplificar esta limitacion, es comparar
los resultados del proceso de encontrar las raices de ecuaciones como las siguientes:

#¥-1=0
X+1=0

En la primera, aunque el proceso de solucién no se ha estudiado, es facil determinar que (1)> =1y
que (—1)? = 1, por lo que se escribe.

2—-1=0
2=1
x==+l1

La segunda ecuacién es muy parecida, sin embargo, procediendo de la misma forma que en el caso
anterior se obtiene lo siguiente:

24+1=0
2=—1
x=xv-1

De acuerdo con las propiedades estudiadas para los nimeros reales, no es posible obtener una raiz
de indice par, en este caso cuadrada, de un nimero negativo; esto se debe a que no existe ningiin
nimero real cuyo cuadrado sea negativo. Por ello se indica que la ecuacién no puede resolverse en
el conjunto de nimeros reales

Unidad imaginaria
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De lo anterior, surge la necesidad de analizar otro tipo de nimeros, llamados imaginarios. Se
define la unidad imaginaria como:

i=+v-1
Asi, puede resolverse una ecuacién como x> + 1 = 0 pues x> = —1 y la solucién se puede escribir
como: x ==+ — 1 ==4i

Notacion para los niimeros complejos

Al conjunto de nimeros complejos se le denota por C, y un niimero complejo es de la forma:
z=a-+ bi, donde a y b son nimeros reales.

El conjugado de un nimero complejo, se denota por: Z = a — bi

El conjunto de los nimeros reales estd contenido en el conjunto de los nimeros complejos, lo
cual se denota por R C C, es decir, un nimero real también es un complejo si se considera que el
coeficiente de la parte imaginaria,b, es cero

Es claro que los nimeros complejos no pueden representarse en el mismo plano que los nimeros
reales, por lo que, en su estudio mdas profundo, se analizard la forma en que se representan
geométricamente.

6.1 Operaciones con nimeros complejos

Dados dos nimeros complejos z1 = a+bi'y zo = c+di, se definen las operaciones bdsicas de la
siguiente forma:
= Adicion y sustraccion. El resultado es un nimero complejo que contiene la suma o diferencia
de la parte real y de la parte imaginaria.

21+ 22 = a+bi+ c+di=(a+c)+(b+d)i
u—n=a+bi— c—di=(a—c)+(b—d)i
= Multiplicacion. Se multiplica como dos binomios de nimeros reales tomando en cuenta que:

ixi=it= -1
721 X 22 = (a+bi)(c+di)=(axc— bxd)+(axd+bxc)i
Si se multiplica un nimero complejo por su conjugado, el resultado es un nimero real:

2 X 2= (a+bi)(a—bi)=a xa—abi+abi—b xbx i =a*+ b*
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6.1 Operaciones con numeros complejos
= Division. Se utiliza la estrategia de multiplicar por una fraccion cuyo numerador y denomi-
nador es el conjugado del nimero complejo que aparece en el denominador
axc+bxd bxd—axc,

21 _a+bi_a+bi c—di (axc+ bxd)+(bxd—axc)i
2 c+di  c+di " c—di c2 + d? N 2 + d? 2 + d?
6.1.1 Ejercicios resueltos
1. Realizar las operaciones indicadas y expresar el resultado de la forma a + bi
(I+2))+(3—i)
241

Solucion

Se realiza primero la suma indicada en el numerador
(1+2)+(3—i) (143)+(2i—i) 4+i
2+i B 241 S 2+
Para efectuar la division se multiplica por una fraccidn equivalente a la unidad, con el conjugado de

241

4+iX2—Q_M+0Q—4y_8+m—4r42
240 2—i (2+4)Q2—i) 4+42i—-2i—i
Se simplifican las expresiones, recordando que i> = —1
4+i  (8—(=1))+(2i—4i) (B+1)+(2i—4i) 9-2i
2+i 4—(-1) 4+1 5
Respuesta:
9 2,

El resultado de la operacion es 5 gl

2. Realice las operaciones indicadas y simplifique
(2—3i)7! x (3+4i)

Solucién
Es necesario transformar el exponente negativo:
(2-3i)~" = (27131')
Asfi la expresion se reescribe como:
3+4i
X (3+44i) =
(3+4i) 2-3i

(2-3i)
Para efectuar la division se multiplica por el conjugado del denominador toda la expresion
24+3i (3+4i)(2+3i) 648i4+9i+122 6+17i—12 —6+17i 6 17,
= = = = = —— —1
13 13 13

3440
243i  (2-3i)(2+3i) 4-6i+6i—92%  4+9

2—3i

Respuesta:




92 Capitulo 6. NGmeros complejos

6 17,
La simplificacién de la expresion es —E+ E

3. Efectuar las operaciones indicadas y simplificar

2++v/-8 /=36
T R W

Solucion:

Primero escribiremos las raices cuadradas de nimeros negativos como niimeros imaginarios:

V=8=1/4x2x(=1)=2V2i
V—-2=v2i

V=36 = /36 x (—1) = 6i
Se reescribe la expresion:

2+v=8 , V=36 _2+2V2i 6i _2+2\6i+§_2+2\@'+3

l—ﬁ+ﬁm_l—ﬂi+ﬁﬂi_ 1-v2i 2 1-2i

Primero se efectdan las divisiones y luego e suman los resultados.

242V2i 14V2 _242V2i+2v2i+2V2V22 _ 244V2i+4(-1) _ —244V2 2 4V2.

1—/2i 1+fl 1—V2i+2i—2V22  1=2(-1) 142 3 3
Volviendo a la expresion inicial

2+v—=8 V=36 2+2V2i 52 44/2 9-2  4vV2. 7 4\61,

+ = + — = —— = A ——
1—vV=-2 V2v=2 1-+V2i 3 3 3 3 3 3
Respuesta:
7 42
La simplificacion de la expresion es 54— Tl

4. Encontrar el resultado de:

(2—2i)>+2(2+1)

Solucion:

Primero encontraremos el resultado de elevar al cuadrado y multiplicar un nimero real por un
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nimero complejo, luego se efectua la adicién:

(2-2i)% = (2-2i)(2-2i)
4—4i—4i+4i°
4—8i+4(—1)
4—8i—

= —8i

(6.1.1)

22+i)=4+2i

La simplificacién de la expresion serd entonces:
(2—2i)2+2(2+i) = —8i+4+2i=4—6i

Respuesta:
El resultado de la operacién es 4 — 6i

5. Verique que:

[(3+2i)>—6(3+2i)+13=0]

Solucion:

Se inicia elevando al cuadaro el nimero complejo y efectuando el producto indicado:

(3420)(3+2i)—6(3+2)+13 = 0
(9+6i+6i+4i) — (18+12)+13 = 0
(9+12i—4)— (18412)+13 = 0
(5+12i) — (18+12i)+13 = 0
5412i—-18—-12i4+13 = 0
5-18+13 = 0

—13413 = 0

0 =20

Ejercicios propuestos para autoevaluacion

1. Realizar la operacién indicada y expresar el resultado de la forma a + bi

(7 —4i) — (4+3i) 13 11,
2—i 5 5
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2. Realizar la operacion indicada y expresar el resultado de la forma a + bi
(1+i) =1 —=i)! R/—i

3. Realizar las operaciones indicadas y simplificar

(V2—v=2)(8+V2) R/12(4V2+1)+2(1 —4V2)i

4. Encontrar el resultado de:

(1—3i)> —2(1+3i) R/— 10— 12i

5. Verificar que:

32— 2 —12(2— i) =15
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